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PREMIÈRE THÈSE. 


SUR LA 


REPRÉSENTATION APPROCHÉE D'UNE FONCTION 


PAR 


DES FRACTIONS RATIONNELLES 


INTRODUCTION. 

Les différentes formes analytiques que l'on a appris peu à peu à 
donner aux fonctions ont acquis une importance toujours plus grande, 
k mesure qu*on les a reconnues capables de mettre en évidence des 
propriétés nouvelles. C'est ainsi que les séries entières primitivement 
considérées comme de simples formules d'approximation sont devenues 
la base de l'étude des points singuliers, ainsi encore qu'on a trouvé 
dans les produits de facteurs linéaires, qui ne semblaient propres qu'à 
mettre en évidence les zéros des fonctions, un moyen de faire ressortir 
la périodicité; et de même pour les séries de fractions simplesy les 
séries trigonométriques, les intégrales définies, etc. 

II est cependant une forme analytique qui semble être restée en de- 
hors de ce progrès, celle de fraction continue. II y a plus d'un siècle 
qu'Ëuler a donné le premier exemple du développement d'une fonction 
en fraction continue, plus d'un siècle aussi que Lagrange a établi, sur 
des exemples particuliers, la propriété fondamentale des réduites; et 
bien que la question de la convergence ait du infailliblement se poser 
à Gauss comme à Jacobi, il a fallu attendre jusqu'à Kiemann pour en 
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avoir le premier exemple. Le cas de la fraction de Gauss qu'il a traité, 
comme les beaux résultats acquis récemment par Halphen, donnent les 
seuls exemples obtenus jusqu'ici de fractions continues algébriques 
représentant des fonctions uniformes affectées de coupures. On ne 
saurait dire qu'ils constituent une théorie des fractions continues al- 
}j;ébriques comme il existe une théorie des séries entières; peut-être, 
pour en apercevoir l'origine, fallait-il prendre les choses de beaucoup 
plus terre a terre que ne le pouvaient faire ces illustres maîtres. 

Bien loin, en effet, d'en être déjà à rechercher quelles sont les pro- 
priétés analytiques que peut mettre en évidence le développement en 
fraction continue d'une fonction, il nous parait que cette expression, 
le développement en fraction continue d'une fonction, ne laisse pas que 
d'être restée jusqu'ici fort obscure. 

Les fractions continues, tout comme les séries, se divisent en deux 
grandes catégories suivant que les éléments sont des constantes ou 
qu'ils sont des fonctions d'une ou de plusieurs variables; ces dernières 
seules doivent être comprises sous le nom de fractions continues al- 
ffdhriques. Parmi les séries dont les termes sont des fonctions d'une 
variable, les séries procédant suivant les puissances entières et posi- 
tives de cette variable forment un groupe très spécial, quoique le plus 
important et le premier étudié, et cette QxpressionJe développement en 
série entière d* une fonction a, comme on le démontre, un sens parfaite- 
ment précis. Or quand, sortant des exemples particuliers, on se pro- 
pose d'étudier en général les fractions continues algébriques, on 
éprouve quelque embarras pour fixer le groupe de fractions continues 
que l'on veut considérer; les exemples de développement que Ton 
connaît, en nombre restreint pour chaque fonction et différent d'une 
fonction à l'autre, présentent une telle diversité que l'on a quelque 
peine à discerner une forme générale, et rien n'apparait alors comme 
plus vague que cette expression le développement d'une fonction en 
fraction continue algébrique, 
\ L'objet de notre travail est surtout l'introduction de la forme de 
fraction continue algébrique qui nous semble devoir jouer un rôle ana- 
logue à celui que jouent les séries entières dans la théorie des séries;^ 
nous lui avons donné le nom de fraction continue simple. Sans nous 
arrêter à détailler ici les propriétés qui justifient cette introduction, 
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et les conséquences qu'elle comporte» nous indiquerons brièvement 
l'ordre que nous avons suivi dans notre exposition. 

Dans la première Partie, il n'est nullement question de fractions 
continues; nous y étudions l'ensemble des fractions rationnelles ap- 
prochées auxquelles donne naissance une série entière; cette série 
peut être convergente ou divergente; c'est seulement pour faciliter le 
langage et donner plus de précision aux énoncés que nous l'avons 
supposée convergente. En réalité, comme on le reconnaîtra plus tard, 
la série n'est que l'une des fractions continues simples du Tableau de 
fractions rationnelles approchées que l'on va construire, et il serait 
aussi bien défini par l'une quelconque des autres fractions continues 
simples qui lui correspondent, si Ton n'était pas encore dans l'igno- 
rance de leur existence. 

La seconde Partie est consacrée à l'introduction des fractions conti- 
nues simples et à l'étude de celles qui correspondent à un Tableau 
donné de fractions rationnelles approchées. Nous y avons à peine 
touché la question de la convergence et nous sommes limité aux pro- 
positions les plus générales; nous n'avons même fait qu'indiquer l'une 
des conséquences les plus remarquables qu'elle semble comporter, à 
savoir la possibilité de l'introduction dans le calcul des séries entières 
divergentes; ce sont là, en effet, des sujets difficiles qui demandent à 
être encore approfondis et nous auraient entrainé hors des limites à 
donner à ce premier travail. 

Nous voudrions avoir réussi à indiquer la véritable voie à suivre 
pour l'étude des fractions continues algébriques; nous avons été 
amené à nous occuper de cette question par une parole de M. Hermite, 
recueillie dans une de ses leçons, et par laquelle il laissait entrevoir 
les richesses que cachait sans doute encore cette théorie. Puissent ces 
modestes pages être le principe de la réalisation de la profonde pensée 
de notre illustre maître. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

LES FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHÉES D'UNE FONCTION. 


I. — Préliminaires. 

1. Dans les applications du calcul, il est ordinairement inutile* 
sinon, impossible, d'obtenir le résultat avec une complète exactitude. 
Le plus souvent, il suffît seulement d'en connaître une valeur appro- 
chée telle que l'erreur commise en adoptant cette valeur au lieu du 
résultat exact soit inférieure à une limite donnée a priori. De là ré- 
sultent des simplifications souvent considérables, puisque l'on peut 
négliger, dans le cours des calculs, tout ce qui n*altérerait le résultat 
final que d'une quantité inférieure à la limite de l'erreur avec laquelle 
Tapproximation doit être obtenue. 

On conçoit ainsi combien il est important de savoir obtenir des va- 
leurs approchées d'un nombre qui satisfassent à des conditions d'ap- 
proximation imposées à l'avance. En Arithmétique, c'est le but même 
de la théorie des fractions décimales. Ces deux propositions sont fonda- 
mentales dans cette théorie : 

I. Il y a une fraction décimale ayant au plus n chiffres décimaux, 
et une seule, qui soit approchée d'un nombre donné, par défaut, à 

II. Les approximations obtenues avec les fractions décimales appro- 
chées par défaut qui correspondent à des valeurs croissantes de n ne 
sauraient diminuer; elles conservent la même valeur ou bien elles 
vont en croissant. 

Il est naturellement aussi important de savoir obtenir une fonction 
qui représente une fonction donnée avec une approximation d'ordre 
fixé k Tavance. Le développement des fonctions en séries entières offre 
l'exemple d'une telle recherche; une série entière, quand elle est 
convergente, est une expression analytique qui met en évidence une 
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suite de polynômes de plus en plus approchés de la fonction qu*elle 
définit. C'est sous cet unique point.de vue que les séries entières ont 
été considérées par les premiers inventeurs. Newton, dans son Livre 
Analysis per œquationes numerorum terminorum infinit as, voit dans une 
telle série l'analogue, pour la représentation des fonctions, des frac- 
tions décimales employées pour la représentation des nombres. On 
retrouve ici ces deux propositions semblables à celles déjà rencontrées 
dans la théorie des fractions décimales: 

1. Il y a un polynôme de degré n au plus, et un seul, qui, dans le 
voisinage de la valeur zéro de x^ puisse représenter une fonction avec 
une erreur infiniment petite d'ordre au moins éijal à n 4- i ; 

II. Les approximations obtenues avec les polynômes approchés qui 
correspondent à des valeurs croissantes de n ne sauraient diminuer; 
elles conservent la même valeur ou bien elles vont en croissant. 

2. La représentation d'une fonction donnée par un polynôme n'est 
évidemment qu'un cas particulier de la représentation d'une fonction 
par une fonction algébrique. 

Soit y une fonction de x définie, pour les valeurs de x voisines de 
zéro, par une série entière. Soient, d'autre part, P, Q, . . ., S, T, a h- i 
polynômes en x dont les degrés ne dépassent pas respectivement les 
nombres/?, y, ..., 5, /, et dont les coefficients sont indéterminés. Dé- 
veloppons la fonction 

suivant les puissances croissantes de x\ les coefficients du développe- 
ment sont des fonctions linéaires homogènes des coefficients des poly- 
nômes P, Q, . . ., T. Le nombre de ces derniers coefficients est 

Si l'on égale à zéro les 

premiers coefficients du développement, on obtient un système d'é- 
quations qui déterminent, en général, les rapports des coefficients des 
polynômes P, Q, .. ., T, et l'on a 
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OÙ (a?'^7+..-»^+«) représente un infiniment petit dont Tordre est au 
moins égal à/?-4-y-f-...-i-/-f-a* 

Considérons maintenant la fonction algébrique Y définie par l'équa- 
tion 

PY« -+- QY«-» -H . . . 4- SY -f- T = o ; 

retranchant membre à membre cette égalité de la précédente, on obtient 
une égalité de la forme 

OÙ A est une fonction de x qui, en général, ne s'annule pas pour 
x = o. Quand il en est ainsi, on a donc 

et l'on voit que la fonction algébrique Y représente la fonction y avec 
une approximation d'ordre au moins égal à 

3. Il ne semble pas que jusqu'ici la détermination et l'étude des 
polynômes P, Q. . ..,T aient été faites dans aucun cas particulier; une 
question tout à fait analogue a cependant été traitée par M. Hermite, 
à savoir : la détermination des systèmes de polynômes entiers en x 

U, V, w 

tels que le développement de l'expression 

U sinx H- V cosj? -\- W 

commence par la plus haute puissance possible de la variable (*). 
L'objet de cette première Partie de notre travail est l'étude du cas 
simple où la fonction algébrique Y est une fraction rationnelle, où, par 
suite, a= i; nous avons surtout en vue de rechercher quelles sont, 
dans ce cas, les deux propositions analogues à celles que nous avons 
énoncées pour les fractions décimales et pour les polynômes. 


(*) Extrait d'une Lettre de M. Ch. Hermite à M. Paul Gordan {Journal de Crelle, t. 76, 
p. 3o3). 
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IL — Le théorème fondamentaL 

4. Soit j une fonction développable, dans le voisinage de la valeur 
zéro de la variable x^ en une série procédant suivant les puissances 
entières positives et croissantes de cette variable, et ne s'annulant pas 
pour j? = o : 

Soit (/?, q) un couple de nombres, égaux ou inégaux, pris dans la 

suite G, I, 2, 3, Considérons l'ensemble des fractions rationnelles 

irréductibles dont le numérateur est au plus de degré/? et le dénomi- 
nateur au plus de degré q. Nous nous proposons de déterminer, parmi 
les fractions de cet ensemble, celles qui représentent le mieux la fonc- 
tion dans le voisinage de la valeur zéro de x\ c'est-à-dire celles qui, 
j? étant infiniment petit, différent de la fonction d'une quantité dont 
l'ordre infinitésimal soit supérieur ou au moins égal a celui que l'on 
obtient en employant une quelconque des autres fractions. 

5. Supposons d'abord q différent de zéro, et soit 

un polynôme de degré y, à coefficients indéterminés. Effectuons le pro- 
duit de ce polynôme par la série qui représente j; on obtient 

00 



en regardant les lettres a affectées d'indices négatifs comme représen- 
tant zéro. Égalons à zéro les coefficients des termes de degrés /> 4- 1^ 

/?-|-2, ...,/?-h9, 

on a ainsi un système de q équations linéaires homogènes entre les 
y -h I coefficients indéterminés Z^, ..., /^. Il est toujours possible de 
satisfaire à ces équations par un système de valeurs des inconnues 
tel qu'elles ne soient pas toutes nulles. Si l'un au moins des q déter- 
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par la suppression d'une colonne quelconque, est différent de zéro, 
toutes les inconnues sont déterminées à un même facteur constant près ; 
si tous les déterminants sont nuls, plusieurs d'entre elles peuvent, au 
contraire, être prises arbitrairement. Nous ne considérerons jamais 
comme distinctes, dans tout ce qui suivra, deux solutions où les va- 
leurs des inconnues seraient proportionnelles, et ainsi nous dirons, 
dans le cas où l'un des déterminants est différent de zéro, que le sys- 
tème admet une seule solution. 

Parmi toutes les solutions, adoptons l'une de celles pour lesquelles 
la suite 4» A, .... /^ commence par un plus grand nombre de zéros que 
pour toute autre. Le polynôme S est alors divisible par une puissance 
de X d'exposant au moins égal à celui que l'on obtiendrait en adoptant 
toute autre solution. Nous appellerons (o^^ cet exposant, qui peut évi- 
demment être zéro. Les coefficients /«,/<• ... , Iq étant ainsi détermi- 
nés, on a 

où R est le polynôme 

p 



dont le degré est au plus égal à p, et (ic^^^*) un infiniment petit dont 
l'ordre est au moins égal à/? -h 9 -f- 1 . 

Si q était égal à zéro, S serait une constante l^ ; nous prendrons alors 
pour R le polynôme qui , dans la série Sj, précède le terme en x^^ . Dans 
tous les cas l'égalité précédente subsiste donc. 

Les polynômes R et S ne sont pas nécessairement premiers entre eux ; 
en particulier, si co^^ n'est pas zéro, le polynôme R doit être divisible 
par œ'^pq. Le premier membre de l'équation précédente est, en effet, un 
infiniment petit d'ordre au moins égal à o)^^, et il doit en être de même 
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(lu second. Or, o)^ étant au plus égal iiq, et par suite étant plus petit 
que /? -h y -h I, x*^n doit se trouver en facteur dans le polynôme R. Ce 
fait se vérifie d'ailleurs immédiatement à l'inspection des coefficients 
de ce polynôme. 

Soient U, V les quotients des polynômes R, S divisés par leur plus 
grand commun diviseur, on a 

ou, comme il y a sûrement dans V un terme constant différent de zéro. 

Nous avons ainsi formé une fraction rationnelle irréductible y > dont 

les termes ont des degrés au plus égaux respectivement à/? — co^, 
q — (Op^, et qui diffère de la fonction j d'un infiniment petit dont l'ordre 
est au moins égal à/? 4- 7 -h i — o)^, assurément supérieur k la somme 
des degrés des termes de la fraction. 

Soit maintenant ^7 une fraction rationnelle irréductible dont les 

termes sont des polynômes de degrés respectivement égaux, au plus, 

U' 
ta p et q; supposons que la différence y — y, soit un infiniment petit 

d'ordre au moins égal à/? -h y 4- i — co^, en sorte que l'on ait 

retranchées membre à membre, les deux dernières égalités donnent 

U' U , 

ou 

Cette égalité fait voir que le premier membre est identiquement nul; 
car, s'il n'en était pas ainsi, il serait ou une constante, ou un polynôme 
de degré au plus égal à/? -f- y — a>^, et ne serait dans aucun cas infi- 
niment petit d'ordre au moins égal à /> -h 9 4- 1 — cd^ comme le second 
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membre. On a donc 

U'V-V'U = o 

et, par suite, 

V' — V' 

Ces deux fractions, étant irréductibles, sont identiques, et nous pou- 
vons énoncer la proposition suivante qui est fondamentale dans cette 
théorie : 

I. Parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont les termes 
ont des degrés égaux au plus à p pour le numérateur, à q pour le dénomi- 
nateur ^ p et q étant deux nombres, égaux ou inégaux^ pris dans la suite 

o, I, 2, v3, ...» il y en a une, ^y qui fournit une approximation dont 

V ordre est supérieur à celui de l'approximation fournie par une quel- 
conque des autres fractions, 

6. Cette proposition est la première de celles que nous avons annon- 
cées dans le n° 3, et elle résout complètement la question du n"* 4; 
mais on peut compléter en quelque sorte l'énoncé précédent au moyen 
des simples remarques qui suivent. 

Le nombre co^ est au plus égal à ç'; il est aisé de voir qu'il est aussi 
au plus égal à p. Si, en effet, co^^ était plus grand que p, comme le 
polynôme R, ainsi que nous l'avons établi, doit être divisible par x*^p<t 
et que ce polynôme est au plus de degré /?, il serait identiquement 
nul. Or ceci ne peut avoir lieu, car alors on aurait 

et la fonction y s'annulerait avec x, tandis que l'hypothèse contraire a 
été faite. On voit encore que R ne peut être divisible par une puis- 
sance de X d'exposant plus grand que co^, car on en conclurait encore 
la nullité de la fonction y pour x = o\ ainsi : 

Les polynômes U et V ont Vun et l* autre un terme constant différent de 
zéro; O)^ désignant zéro ou un entier positif au plus égal au plus petit 
des nombres p et y, les degrés des termes U» V ont respect is^ement pour 
limite supérieure p — w^^, q •— w^; i ordre de i approximation a pour 
limite inférieure p -h q -h i — <u^. 
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7. A chaque couple {p^q) de nombres de la suite o, i, 2, 3, ... 
correspond une fraction rationnelle approcliée pour la fonction y\ ces 
fractions forment donc un ensemble (E) complètement défini et se 
présentent comme les termes d'une suite à double entrée; nous les 
écrirons dans les cases d'un Tableau analogue à celui de la multiplica- 
tion, illimité à droite et en bas; les fractions d'une même file horizon- 
tale correspondront à une même valeur de 9, celles d'une même file 
verticale à une même valeur de p. Dans la première file horizontale 
figurent ainsi les polynômes approchés successifs déduits de la série 
qui représente y. 

Nous donnons ici trois exemples de tels Tableaux présentant chacun 
des particularités diverses. Chaque case renferme, outre la fraction 
qui lui correspond, deux nombres dont le premier est la limite infé- 
rieure p-h q-h I — (0^ de l'ordre de l'approximation, et l'autre cet 
ordre lui-même. 
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8. Voici quelques expressions que nous emploierons quelquefois, 
dans ce qui suit, pour abréger le langage. 

Etant donné un couple (/>, q), nous appellerons rectangle relatif au 
couple (p, q) le rectangle qui a pour cases aux sommets (o, o), (o,/;), 
(o, q), (p, q). Si l'on prolonge les files /? et 9 au delà de ce rectangle, 
la fraction (p, q), les fractions de ces prolongements et celles du 
champ illimité qu'ils comprennent, constituent les fractions du champ 
complémentaire relatif au couple (/?, q). Deux cases ou deux carrés se- 
ront dits contigus des que leurs contours ont au moins un point 
commun. 

III. — La solution principale. 

9. La seconde des propositions annoncées dans le n*^ 3, celle qui fait 
connaître comment varie Tordre de Tapproximation quand on consi- 
dère les différents couples de nombres (/>, y), est d'une nature plus 
cachée que la première; pour y parvenir, nous devons tout d'abord 
établir quelques propriétés de la solution des équations en / que nous 
avons fait intervenir dans la démonstration de cette première propo- 
sition. 

On démontre aisément que, étant donné un système de q équations 
linéaires, homogènes, à y -h i inconnues, il n'y a qu'une solution 
jouissant de cette propriété de comporter autant de zéros que possible 
au début de la suite des inconnues rangées dans un ordre arbitraire- 
ment déterminé. Or, parmi toutes les solutions du système d'équations 
en /, nous avons adopté l'une de celles pour lesquelles la suite Z^, 
/«•..., /^ commence par un plus grand nombre de zéros que pour toute 
autre; c'est donc une solution parfaitement déterminée du système 
que nous avons adoptée; nous la nommerons la solution principale de 
ce svstème. 

10. Elle peut être obtenue de plusieurs manières; nous en indique- 
rons deux. 

D'abord, et cette méthode est applicable pour des équations quel- 
conques, on l'obtient en adjoignant au système proposé autant des 
équations 

/y := o, /| = o, /, m o, . . . , 

P. 3 
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à partir de la première, qu'il est nécessaire pour que le système ainsi 
obtenu admette une seule solution; cette solution est la solution prin- 
cipale du système proposé. On voit que, si ce système laisse A -h i in- 
connues arbitraires, il y a au moins, quand on adopte la solution 
principale, h inconnues nulles au début de la suite /o» U* •••» ^q d<^s 
inconnues; le nombre co^^ est ainsi au moins égal à A. 

Une seconde méthode, applicable seulement aux équations linéaires 
qui ont la forme spéciale que possède le système d'équations en /, re- 
pose sur les considérations suivantes; de ces considérations vont même 
résulter la démonstration de l'existence de la solution principale et 
l'une de ses propriétés caractéristiques les plus importantes. 

II. Soient /J,, l\^ ..., /^ une solution quelconque du système d'é- 
quations en /, et o)^^ le nombre de zéros qui figurent au début de cette 
suite; on a nécessairement co^^ ^ (o^^ et par suite, 

A cette solution correspondent des polynômes R', S' analogues aux po- 
li' 
lynômes R, S, et une fraction rationnelle irréductible ^ pour laquelle 

on a 

U' 

De cette égalité et de l'inégalité qui précède résulte l'identité des 

U' U 
fractions y? et y > et, par suite, celle des polynômes U' et U d'une part, 

V et V d'autre part. Ainsi les polynômes R' et S' qui correspondent a 
une solution quelconque des équations en / sont les produits des po- 
lynômes premiers entre eux U et V, par un même polynôme P. Réci- 
proquement, si en multipliant U et V par un même polynôme P, tel 
toutefois que les degrés des produits PU, PV ne dépassent pas respec- 
tivement les nombres p et q, on a 

PVj = PU-h(.r''-^^-^»); 

ceci montre que les coefficients du polynôme PV constituent une so- 
lution du système d'équations en /; autrement dit, les polynômes 
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R' = PU, S' = PV s'obtiennent pour une certaine solution de ce sys- 
tème. 

On obtiendra donc une solution 4, /, , . . ., /^ comportant a son début 
un plus grand nombre de zéros que toute autre, si Ton prend pour le 
polynôme P la plus haute puissance de x possible. Il est ainsi établi 
d'abord qu'il n'y a qu'une solution de cette nature; ensuite qu'elle 
s'obtient en adoptant une solution quelconque des équations en /, for- 
mant les polynômes R', S' correspondants, les quotients U, V de ces 
polynômes par leur plus grand commun diviseur, et enfin multipliant 
U, V par la plus haute puissance possible, af^^y de x telle que les de- 
grés des produits x^pqHy of^nY soient au plus égaux respectivement 
aux nombres p, q; les coefficients du polynôme x^n\ constituent la 
solution principale. 

On voit ainsi que : 

Les polynômes R = x^nV, S = a7%V, qui correspondent à la solution 
principale, ne peuvent avoir de facteur commun autre qu'une certaine 
puissance de x^ et le degré de l'un d'eux est assurément égal à celui des 
deux nombres p et q (fui lui correspond. Réciproquement, si les polynômes 
R', S' qui correspondent à une solution l'^, l\, ..., /^ des équations en l 
jouissent de ces propriétés, cette solution est la solution principale. 

12. Nous avons appelé /j,, /',, .... /^ une solution quelconque des 
équations en /, et co^^ le nombre de zéros qui figurent au début de cette 
suite de valeurs; les degrés des polynômes U et V, quotients des poly- 
nômes R' et S' par leur plus grand commun diviseur, ayant respective- 
ment pour limites supérieures les nombres/? — o)^^, q — co^^, seront 
représentés par 

en sorte que x' , X^^ sont des entiers positifs ou zéro. L'ordre de l'ap- 
proximation fournie par la fraction y> qui a pour limite inférieure la 
quantité /> h- y H- i — (o^^, sera représenté par 

P + q-^^'pq — ^'pq, 

en sorte que ^^^ est un entier positif qui peut être infini. 


20 H. PADÊ. 

Ces quatre nombres 


^^pq* TA»/' ^J>q^ PI 


sont ce que nous appellerons les singularités relatives à la solution /^, 
/' /' 

Pour la solution principale l^, /,, . . ., /^, ces singularités seront re- 
présentées respectivement par Wpy.'lw» ^pq^^pq*^ ®" outre, pour abréger, 
nous poserons ordinairement 

ces nombres ^y,^, r\pq sont ceux qui figurent, au-dessous de chaque 
fraction, dans les cases des Tableaux précédemment donnés comme 
exemples. 

13. Il résulte de la proposition du n** 11 que Tun au moins des 
nombres x^^, X^^ est nul; d'ailleurs les équations en /présentent dans 
leurs coefficients un ordre tel que Ton doit se demander s'il n'y a pas 
encore quelque autre des quatre singularités (o^^, ^pq, x^, X^^, qui soit 
toujours nulle, ou si quelque relation ne lie pas ces quantités entre 
elles; il n'en est rien comme on va voir. 

Donnons-nous, arbitrairement, deux suites de quantités 

/' /' /' k' k' k' 

avec cette seule condition qu'elles comportent autant de zéros l'une 
que l'autre à leurs débuts. Soit o)^^ ce nombre de zéros communs, au 
plus égal à la fois à/> et à ^; on a 

Considérons alors les équations en a 

ajl'Q-^aj-il\-+- . .. -^aj.qlq=k'j^ (y =0,1,2, ...,/>), 

OÙ les lettres a affectées d'indices négatifs sont regardées comme re- 
présentant zéro. Les équations qui correspondent aux valeurs o, i, 
2, . .., 0)' — I dey sont identiquement satisfaites; il est facile de dé- 
terminer les quantités a de telle sorte que les autres le soient égale- 
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ment. La quantité Z^- étant différente de zéro ainsi que k'^ , la pre- 
mière équation donne pour a^ une valeur différente de zéro, la seconde 
détermine ensuite a^, puis la troisième ^2, etc., enfin la dernière 

Ceci posé, considérons une série convergente quelconque ordonnée 
suivant les puissances entières positives et croissantes do x et dont 
les/?-f çr-f-i— (i>'pg premiers coefficients soient ao.a,, . .., ap^^_^ . Les 
polynômes R' et S' 

s'obtiennent quand, cherchant la fraction rationnelle approchée de la 
fonction qui correspond au couple (/?, y), on adopte /J^, /'^, . . ., /^ pour, 
solution des équations en /. On voit que co' , x' , X' ont déjà telles 

valeurs qu'il nous a plu leur donner. Développons maintenant ^ en 

série entière; il suffit de prendre pour le (/?-h ^— w^,, h- i)*^™*, le 

(/?-h^ — co' -h 2)*^™*, etc. coefficient de la série, les coefficients 

R' 

de même rang dans le développement de -^7 pour que '^^^ prenne égale- 
ment telle valeur qu'il nous plaira. 

Si l'un des deux nombres x^^, X^^ est pris égal à zéro, la solution 
/'^, l\^ ..., /^ étant alors la solution principale du système d'équations 
en /, la proposition que nous avions en vue est établie. 

14. Supposons l'ordre /> + 7 -+- 'j^^^ — t>>^^ de l'approximation fournie 
par la fraction -^ fini et retranchons-en la somme des degrés des termes 
de cette fraction, on obtient 

Ainsi la somme des quatre singularités qui sont relatives à une solution 
des équations en l ne dépend pas du choix de cette solution ; en outre, il est 

évident que, si la fraction y correspond dans le Tableau à plusieurs 

couples (pfq)f ce qui donne autant de systèmes d'équations en / dif- 
férents les uns des autres, cette somme des singularités est la même quel 
que soù le système considéré et la solution que l'on adopte de ce système. 
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Nous allons bientôt retrouver ce nombre remarquable, avec une signi- 
fication importante, en étudiant la distribution, dans le Tableau, des 

fractions de l'ensemble (E) égales à la fraction y • 

15. Il ne nous reste plus à établir que deux propriétés simples et 
de même nature de la solution principale. 

Les équations en / relatives à deux cases voisines d'une même file 
horizontale sont 

OïIq -ha;-i/i-h . . . -h a/-ç/^ =0,1 

(«=:/?-M,...,/?-i-^). 

Supposons que, dans la solution principale du premier système, on ait 
/y= o, et soit/Tto, /7i,, .. ., m^_,, G cette solution principale; elle donne 
lieu aux identités 

et il est évident que les valeurs m^, m,, ...» /7i^_, constituent la solu- 
tion principale du système d'équations déduit du premier quand on y 
supprime tous les termes en l^; les identités précédentes établissent 
dès lors que les valeurs o, /Wo, m^, ..., w^_, constituent la solution 
{)rincipale du second système d'équations. Ainsi : 

Quand f dans une solution principale, la dernière inconnue a la tnileur 
zéro, il suffît de faire passer ce zéro en tête de la suite des valeurs des in- 
connues pour obtenir la solution principale relative à la case contigué de 
droite. 

Il est de toute évidence que les fractions approchées qui corres- 
pondent à ces deux cases sont les mêmes et que par suite les approxi- 
mations qu'elles fournissent sont de même ordre; par conséquent 

On a, en outre, 
d'où 

OU 
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16. Considérons, en second lieu, deux cases contiguës d'une même 
file verticale; les systèmes d'équations correspondants sont 

Soit/Tio, m^, .. ., m^ la solution principale du premier système, et sup- 
posons que, pour cette solution principale, le coefficient kp du terme 
en xP dans le numérateur soit nul; alors on a le système d'identités 

«j/Wo~^" «1-1 /Wi -h ... -h at^qniq =iOy {i=^p,p -h li . . -,p -h <7), 

dont la première exprime que kp est nul, et ces identités montrent que 
le système de valeurs o, m^, m,, ..., /w^ est la solution principale du 
second système d'équations. 

Le coefficient de rang y dans le premier numérateur et celui de 
rangy H- i dans le second sont respectivement 

ajnîQ-h ay_im, -H ... 4- aj^ç/Ug, 
Gj^iO -f- ay/Wp-h aj^itUi-h ... -H aj^qntçf 

et sont égaux; si donc ^o» ^i» •••» ^p-t* ^ ®st la première suite de 
coefficients, la seconde est o^ k^, k^, .... kp^^. Ainsi : ^ 

Quand, pour une solution principale, la suite k^^ k^^ -^-f kp des coeffi- 
cients du numérateur comporte un zéro en dernier lieu, il suffit de le faire 
vasser en tête pour obtenir la suite relative au numérateur qui figure dans 
la case inférieure. 

Les fractions correspondantes aux deux cases sont évidemment les 
mêmes et l'on a encore 

IV. — La distribution des fractions. 

17. Nous sommes maintenant en mesure de rechercher quelle dis- 
position prennent dans le Tableau les différentes fractions de l'ensemble 
(E). Cette recherche aura pour point de départ le théorème suivant : 

Dès qu une frax^tion rationnelle irréductible diffère de la fonction y d'un 
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infiniment petit dont l'ordre est supérieur à la somme des degrés de ses 
termes, elle fait partie de l'ensemble (E). 

Soient, en effet, ^ cette fraction irréductible el /w -h i l'ordre de 

Tapproximation qu'elle fournit, et qui, par hypothèse, est supérieur 
à la somme des degrés de ses termes, m pouvant d'ailleurs être infini. 
Supposons qu'il y ait deux nombres p et g qui soient au moins égaux 
respectivement à chacun de ces degrés et tels, en outre, que la limite 

inférieure de l'ordre de l'approximation fournie par la fraction y de 

l'ensemble (E) qui correspond au couple (/;, q), c'est-à-dire E^,, ne 
dépasse pas m -f- 1; on a alors, d'une part, 

et, d'autre part, 

et l'on déduit de là l'identité des fractions r? ^^ â* 

L'hypothèse de l'énoncé assure l'existence des nombres p et q. 
Soient, en effet, gt, ç les degrés des polynômes II, $; l'hypothèse s'ex- 
prime par l'inégalité 

nous poserons 

m' étant ainsi un nombre de la suite o, 1,2, Les nombres p et q 

doivent satisfaire aux trois inégalités 

Si Ton désigne par p\ q' deux nombres de la suite o, i, 2, ... et que 
l'on pose 

p = JS-\-p\ 7=94-7', 

les deux premières inégalités étant satisfaites, il ne reste à remplir que 
la troisième qui devient 

p' -^-q'if^pq 4-/n', 

et il est manifeste qu'il est toujours possible d'y satisfaire. 
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18. Le résultat de cette démonstration peut encore être énoncé 
comme il suit: 

Pour que la fraction ^ corresponde^ dans l'ensemble (E), au couple 

(p, q), il faut et il suffit : 

I® Que chacun des nombres />, q soit au moins égal à celui des degrés 
CT, ç qui lui correspond; 

2** Que la quantité Ç^ = /? h- y -h i — co^ ne dépasse pas l'ordre de 

l'approximation fournie par la fraction ^ • 

19. La fraction ^ coirrespond, en particulier, à tous les couples 
(cT H-/?', (p H- q') ohp\ q' satisfont à l'inégalité 

Supposons, en premier lieu, m' = o. Cette inégalité n'est vérifiée 
alors que pour/?' = q' = Oj et Ton obtient ainsi le couple (xs, f ). Il est 
aisé d'établir que la fraction ne correspond à aucun autre couple; on 
a, en effet (n® 14), pour un couple (/?, q) auquel cette fraction corres- 
pond, 

oipq -h ^pq -h Xpç 4- XjBç = (m H- i) — Bj — 9 = m' -h i; 

m' étant ici égal à zéro, et ^^ étant au moins égal à un, on voit que 
l'égalité entraine les suivantes : 

et l'on en déduit 

p=:fS-h^pqH-(ùpg—nJ, q=(^-hlpq-h (ùpq = 9, 

en sorte que {ts, «p) est bien le seul couple auquel corresponde la frac- 

n 

tion ^. 

Supposons, en second lieu, m, et par suite m\ infini. Alors />' et q' 
peuvent prendre des valeurs quelconques de la suite o, i, 2, 11 en 

résulte que la fraction ^ figure dans toutes les cases du champ com- 
plémentaire relatif au couple (gt, «p), et ne figure dans aucune autre, 
P. 4 
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la première des deux conditions auxquelles doit satisfaire le couple 
(/), q) pour que la fraction ^ lui corresponde n'étant satisfaite pour 
aucune de ces autres cases. 

20. Il reste à examiner le cas où ni a une valeur finie différente de 
zéro. Il y a alors nécessairement des valeurs de/?', y' autres que zéro, 
pour lesquelles l'inégalité est vérifiée, et, par suite, la fraction corres- 
pond sûrement à plusieurs couples. On voit bien aisément qu'elle 

figure dans toutes les cases du Tableau, au nombre de — — ! — ^ "^^^ , 

qui sont contenues dans un triangle rectangle isoscële Â ayant pour files 
limites la file verticale cr, la file horizontale 9 et une file en diagonale 
allant de droite à gauche en descendant. Nous savons d*autre part que 
la fraction ne peut figurer que dans le champ complémentaire relatif à 
la case (ct, ç); mais il peut encore y avoir d'autres cases où la fraction 

^ figure, à cause de l'existence du nombre a>^; pour celles-là on aura 

il s'agit de les déterminer; les propriétés de la solution principale nous 
en donnent le moyen. 

21. Considérons les cases qui figurent dans la première colonne ver- 
ticale du triangle dont il vient d'être question. Pour celles-ci, on a 

p' = Oy q'im'] 

il y en a ainsi m'-f- 1, correspondant aux couples 

(e, 9), (gj, (pH-i), ..., (cj, <p4-A), ..., (gj, 9+m'— i), (e, <p-hm'). 

Considérons, en particulier, le couple (tar, ç -h h). Le numérateur de la 

fraction ^ qui lui correspond est de degré ts. Il résulte de là, d'abord 

que coct,ç-ha 6st nul, et que, en outre, les coefficients /«, /,, . . . , l<^/t du 
polynôme <P constituent la solution principale qui correspond au couple 
considéré; c'est là, en effet, une solution des équations en /qui donne 
deux polynômes^ II, 4>, sans facteurs communs et dont l'un d'eux, II, 
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atteint celui gt des deux nombres gt, (f-^ h qui lui correspond, pro- 
priétés oui (n^ 11) caractérisent la solution principale. Maintenant, 
puisque le dénominateur 4> est seulement de degré 9, on voit que dans 
la solution principale on a 

et par suite 

Quant à la limite inférieure de l'ordre de l'approximation, elle est 

supérieure de A unités à celle qui correspond au couple (cr, ç). 

Ceciposé, il résulte des propriétés de la solution principale (n° 15) 
que, pour les couples (gt, ç-h A), (cr-h i, ç 4- A), (cr -h 2, ç + A), ... 
(car -h A, ç + A), les solutions principales sont respectivement 


/<., 

^.. 

/., 

• • • tt 

• « • • • 

* * 9 

• • • » *9-*-A» 

*9-h/»> 

/., 

A. 

* * * 9 

• • • • 9 

• • ■ 

. . . , /^A— 1, 

*9-*-A— 1» 

*9-»-A» 

^., 

* * * 9 

• • • • • 

• • • 

. . . , '9't-/i— 1» 

> 

• • • • ^ 

• > 

* * * 9 

• • • • 1 

• • , 

• • • > • y 

'9-»-i» 

'9-1-1 > 

• > 

• • • f 

i^hj 

^.. 

. . . , lfç\ 


à tous ces couples correspondent la fraction ^ et la même limite in- 
férieure de l'approximation; les suites a>, x, X correspondantes sont 
d'ailleurs 

o, I, 2, . . ., A \y hy 


0, 

0, 

0, 

. . . ) 

0, 

0, 

h, 

A-', 

A — - 2, 

. • . , 

I, 

0. 


Quant au nombre ^, il peut s'obtenir par cette condition que la somme 
X -h X -f- co -h 'j> est constante et égale àm-hi — tar — ç. 
En donnant au nombre A les valeurs i, 2, ..., m', on voit que la 

fraction ^ figure dans toutes les cases d'un triangle rectangle isoscële B 

ayant pour cases aux sommets (ci, ç), (tar, ç h- m!), (xs 4- /n', ç -h m'), 
et nous connaissons complètement pour chacune de ces cases la valeur 
des nombres 0),^, x,X. Remarquons enfin que, pour. chacune des cases 
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de la file inférieure du triangle, la limite inférieure de Tordre de l'ap- 
proximation est 

et égale à l'ordre même de l'approximation. 

22. Considérons maintenant les cases qui figurent dans la première 
file horizontale du triangle A; pour celles-ci, on a 

et elles correspondent, par suite, aux /w'-h i couples 

(Bj,(p), (GJ-l-1,9), ..., (CT4-A:,(p), ..., (BJ4-m'— 1,9), (TiH-m',(p). 

Considérons, en particulier, le couple (cr+A, (p); comme dans le 
cas précédent, on établit que (^ts-^k,^ est nul, que Xç,_^a.ç est égal à k, et 
que la limite inférieure de l'ordre de l'approximation est ny-^-ç-i-i-f-X-. 
Si l'on se reporte aux propriétés de la solution principale (n° 16), on 

en conclut que la fraction ^ se trouve dans les cases 

(cT-hA:, (p), (nu- A:, 94-1), (en- A:, 9 4- 2), ..., (nu- A-, 9 -h A"), 

et que les nombres co, x, X, correspondant à ces cases, forment les 
suites 

O, 1 , 3, « . . ) K — ~ I , A, 

/f , A — I , A — 2 y • • • , ' , o, 

o, o, O, • • • > O, O. 

La fraction ^ figure alors dans toutes les cases d'un triangle rec- 
tangle isoscèle B' ayant pour cases aux sommets (car, ç), (nr -h m', <p), 
(car -4- /w', ç H- m!)\ la nature des singularités est connue pour chacune 
des cases de ce triangle, et la limite inférieure de l'ordre de l'approxi- 
mation pour les cases de sa dernière file verticale est /n+ i, ordre 
même de l'approximation. 

23. La réunion des triangles B et B' constitue un carré, dans toutes 
les cases duquel figure ainsi la fraction ^; le côté de ce carré com- 
porte m'-^r i = (m-i-i) — tar — <p cases, c'est-à-dire un nombre de 
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cases égal à la diflerence entre Tordre de Tapproximation fournie par 

la fraction ^ et la somme des degrés de ses termes (n** 14). Les cases 

extrêmes d'une file diagonale sont (gt, ç), (ts-hm\ o-h/n'); si Ton 
considère une case de cette file, aux cases du carré qui appartiennent 
aux files verticale et horizontale limitées à cette case, correspond une 
même limite inférieure de l'ordre de l'approximation ; cette limite in- 
férieure croit d'une unité quand on passe d'une case de la diagonale à 
la suivante, et varie ainsi denr-h^p-f-i à gth-o-i-i^- m'= /w -4- 1 . 

24. Il nous reste à établir que la fraction ^ ne figure pas dans d*au- 

très cases du Tableau que celles de ce carré; nous avons déjà remarqué 
qu'elle ne peut se trouver que dans les cases du champ complémen- 
taire relatif à la case (cr, ç); la démonstration va résulter de cette 
"proposition auxiliaire importante : 

Si la fraction ^ figure dans une case {p^f Ç2) du champ complémen- 
taire relatif au couple (tsy, ç), elle figure dans toutes les cases qui appar- 
tiennent à la fois à ce champ complémentaire et au rectangle relatif au 
couple {p^, q^). 

Soit (Pitqi) l'une de ces cases, on a 

Puisque, par hypothèse, ^ figure dans la case (p^, y^), le nombre l^^^^ 
est au plus égal k m-hi = y]cj.ç, et, par suite, l'une au moins des iné- 


galités 


■'îcj.ç^si»,^,» "^pitft-^ptqt 


est assurément vérifiée. Que Tune ou l'autre de ces inégalités soit vé- 
rifiée* il résulte immédiatement du théorème du n"* 18 que ^corres- 
pond au couple (/>,, y,). 

25. Cette proposition nous eut évidemment permis de supprimer la 
démonstration du n"* 22^ et partant celle du n^ 16; nous ne les avons 
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conservées que pour la symétrie de la méthode et pour étudier com- 
plètement les singularités. Voici comment on en déduit l'impossibi- 
lité pour la fraction ^ de se retrouver dans des cases du Tableau autres 

que celles du carré déterminé précédemment. 

Supposons qu'elle figure dans une case autre que celles du carré; 
comme la fraction figure alors nécessairement dans toutes les cases du 
rectangle commun au rectangle relatif à la case considérée et au 
champ complémentaire relatif au couple (nr, ç), cette fraction figure 
dans la file horizontale 9 ou dans la file verticale cj, et cela dans des 
cases autres que celles du carré. Or, il n'en peut être ainsi, car, quand 

on passe sur ces files d'une case où figure ^ à la case suivante où 

figure aussi cette fraction, la limite inférieure de l'ordre de l'approxi- 
mation croît d'une unité; mais, pour les dernières cases de ces files qui 
appartiennent au carré, cette limite inférieure est égale à l'ordre même 

de l'approximation, et, par suite, ^ ne peut figurer ni dans l'une ni 
dans l'autre des cases suivantes. 

26. Nous pouvons maintenant énoncer cette proposition qui résume 
les résultats de notre étude sur la distribution, dans le Tableau* des 
fractions de l'ensemble (E) : 

Chacune des fractions distinctes qui font partie de V ensemble (E) 

figure dans toutes les cases d'un carré dont le côté comporte un nombre de 

cases égal à la différence entre l'ordre de l'approximation fournie par la 

fraction et la somme des degrés de ses termes ; elle ne figure dans aucune 

autre case du Tableau, 

27. Cette proposition est au fond la seconde de celles que nous 
avons annoncées au n® 3, mais nous parviendrons à une forme qui 
montre mieux que nous sommes bien en possession de la généralisa- 
tion cherchée, au moyen de la conception géométrique fort simple 
suivante, dont la grande importance apparaîtra d'ailleurs dans la se- 
conde Partie de notre travail. 

Imaginons un second Tableau, calqué sur le premier, mais où ne 
soient tracés que les côtés du premier Tableau communs aux cases où 
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figurent deux fractions distinctes. Au centre de chacun des carrés de 
différentes grandeurs ainsi obtenus sera écrite ]a fraction correspon- 
dante, en sorte qu'il n'y a, dans le nouveau Tableau, que des fractions 
distinctes. 

Les centres des différents carrés sont tous situés sur des ensembles 
de droites parallèles équidistantes. Considérons celui de ces ensembles 
dont les droites sont perpendiculaires à la diagonale principale du Ta- 
bleau. Si deux centres figurent sur une même droite, nous dirons des 
fractions correspondantes qu'elles sont également avancées dans le Ta- 
bleau; si deux centres sont sur deux droites différentes, nous dirons 
de la fraction qui correspond au centre situé sur celle des deux 
droites qui est la plus éloignée du sommet du Tableau, qu'elle est 
plus avancée dans le Tableau que l'autre fraction. 

A cette définition géométrique correspond cette propriété analy- 
tique que, si, partant de celle des droites de l'ensemble qui est la plus 
voisine du sommet du Tableau avec le n° i, on numérote les droites 
successives 2, 3, 4» •••» le numéro de chaque droite est l'ordre de 
l'approximation de toutes les fractions du Tableau correspondant à des 
centres situés sur elle. L'ordre de l'approximation fournie par la frac- 
tion ^ est, en effet, égal à /w -h i, ou, suivant nos notations. 

Or pour obtenir le numéro de l'une des droites, il suffit de considérer 
l'une quelconque des cases (/?, q) qu'elle traverse dans le Tableau pri- 
mitif et de former le nombre /; 47 y -4-1; la droite sur laquelle se 

trouve la fraction -^ traversant, par définition, les cases (w -h m', o), 

(cr, <p-+-/w') du carré où figure cette fraction, le numéro de cette 
droite est bien cj -h c& H- m' -h i . 

28. Avec ces conventions, notre proposition peut alors être énoncée 
ainsi : 

n. Si deux fractions de V ensemble (E) sont également avancées dans 
le Tableau des fractions distinctes, elles donnent la même approximation ; 
quand on passe d'une frojction du Tableau à une autre plus avancée, 
r approximation va en croissant. 
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29. Cette proposition donne lieu à une remarque intéressante, et 
dont on verra plus loin Timportance. 

Soit ^ Tune quelconque des fractions qui, dans le Tableau des 

fractions distinctes relatif a la fonction 7, sont au plus aussi avancées 

que la fraction ^- Désignons parr]cj^^J'ordrederapproxiraation qu'elle 

fournit; on a 

et, par suite, des égalités 

on conclut celle-ci 

Elle montre que, au cas où ^ est moins avancée que ^1 c'est-à-dire 
au cas où yJo.ç, est plus petit que YI09» la fraction ^ est Tune des frac- 
tions du Tableau des fractions distinctes relatif à la fonction ^> et elle 
tigure dans ce Tableau exactement comme dans le Tableau relatif à la 
fonction y; si yJct.ç. est égal à r^^ç, la fraction ^ est encore sûrement 

une fraction du Tableau relatif à la fonction ^y mais il peut alors ar- 
river qu'elle soit dans ce Tableau plus avancée que dans le Tableau 
relatif à la fonction ^y, tout en restant sur la même parallèle à la diago- 
nale principale du Tableau. 

Ainsi, la connaissance de la fraction ^ du Tableau relatif à la fonc- 
tion V entraine la connaissance de toutes les fractions de ce Tableau 
qui sont moins avancées que ^1 et Ton en conclut que : 

Un Tableau de fractions rationnelles approchées est entièrement défini 
parla connaissance d'une suite illimitée de fractions déplus en plus avan- 
cées de ce Tableau. 
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V. — Les singularités. 

30. Nous dirons d'une fraction de l'ensemble (E) qu'elle est nor- 
male si elle ne fait partie qu'une seule fois de cet ensenoble; dans le 
cas contraire, elle sera dite anormale. 

Il résulte de l'étude faite antérieurement que, si />, q sont respecti- 
vement les degrés du numérateur et du dénominateur d'une fraction 
normale, le seul couple auquel cette fraction corresponde est le 
couple (/>, q), et l'ordre de l'approximation qu'elle fournit est égal à 
/> -f- y -f- i; on a alors 

^pq—lj (Ùpq—O, Xp^=0, lpq=0. 

Réciproquement, ces conditions nécessaires sont aussi sutfisantes 
pour que la fraction qui correspond au couple {p^q) soit normale. 
Nous allons rechercher à quelles relations entre les coefficients de la 
série qui représente y elles correspondent. 

3 1 . Désignons par A^^ le déterminant d'ordre q -h\. 


Û^P-HI 

Qp 

^p-^\-q 

• • • • 

• • • • • • 

^p-k-i—q 

^p-k-\-k-q 

ûfp-»-^ • 

^/>-H 


les coefficients qui figurent dans les q premières lignes sont ceux des 
équations en /relatives au couple {p, q). 

Si le nombre 'i^p^ est plus grand que un, c'est que la solution prin- 
cipale satisfait à l'équation 

et alors le déterminant Apç est nul. Réciproquement, si A^^= o, toute 
solution des équations en /satisfait aussi à l'équation précédente, et, 
par suite, '^^^ est plus grand que un. 

Si le nombre ojpç est plus grand que zéro, c'est que, dans la solu- 
tion principale, /o est nulle; il faut pour cela que le déterminant 
^p-f.-7-f soit nul. Réciproquement, si ce déterminant est nul, les équa- 
tions admettent une solution où /q est nulle ; la première au moins des 
P. 5 
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inconnues dans la solution principale a la valeur zéro, et par suite co^,^ 
est plus grand que zéro. 

Si le nombre x^ est plus grand que zéro, c'est que, pour la solution 
principale des équations en /, on a aussi 

et Ton voit qu'alors le déterminant A^_|,^ est nul. Réciproquement, si 
ce déterminant est nul, toute solution des équations en / satisfait à 
l'équation précédente, et par suite x^ est plus grand que zéro. 

11 reste à examiner le nombre \ç. S'il est plus grand que zéro, on a 
l^=o dans la solution principale, et, par suite, le déterminant Ap,^_, 
est nul; mais ici la réciproque n'est pas vraie; ce déterminant peut 
être nul sans que, dans la solution principale, /^ soit nulle, sans que 
par conséquent X^^ soit plus grand que zéro. II n'en reste pas moins 
vrai que la fraction est encore anormale, puisqu'il y a une solution 
des équations en / où Ig est nulle et que, par suite, le dénominateur 
de la fraction n'est pas de degré q; si, dans la solution principale, 
Iq est différente de zéro, c'est que Tune des trois autres singularités se 
présente. 

La fraction qui correspond au couple (/?, g) conduit ainsi à la con- 
sidération des quatre déterminants A^,y,A^«,^^,,A^,^_,,Ap_,,^; pour une 
fraction située dans la première file horizontale ou verticale du Ta- 
bleau, deux seulement de ces symboles ont un sens; un seul a un sens 
si l'on considère la fraction qui est au sommet du Tableau. On s'assure 
immédiatement que ces symboles dénués de sens peuvent être consi- 
dérés comme des quantités différentes de zéro quelconques, les singu- 
larités auxquelles ils correspondent ne pouvant alors sûrement se 
présenter. On peut donc, en toute généralité, dire que, si la fraction 
qui correspond au couple (/?, q) est anormale, l'un au moins des 
quatre déterminants considérés est nul, et réciproquement, si l'un 
des quatre déterminants est nul, la fraction est anormale; donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la fraction qui corres- 
pond au couple (p, q)soit normale est que chacun des déterminants 

^pqy ^p-Uq-l9 ^p,q-\f ^p-t^q 

soit différent de zéro. 
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De cette proposition se conclut immédiatement cette autre r 

Pour que le Tableau soit uniquement composé de fractions uormaks, 
il faut et il suffit que tous les déterminants 

^P7f (Pfg = 0, I, 2, 3, . ..) 

soient différents de zéro. 

32. Un même déterminant se retrouve dans l^étude des singularités 
de quatre couples différents; ainsi A^sera à considérer pour les quatre 
couples 

{P,Ç)y ip-^hÇ-^lh {Pfq-^i)y (/>-+-»^^)- 

Supposons nul ce déterminant A^ et voyons quels caractères pré- 
sentent les quatre fractions correspondant à ces quatre couples. 

Nous écrirons ainsi les équations en / qui correspondent à chacun 
d'eux: 

(I) fl//o 4-«/_i/|4-. . .-hai-^/y =o, i — p-^^i, ..., p-\-q; 

(II) ai^xh + ai^x -H. . .-h a^-^/^+i =o, / = />-hi, ..., p^q^i-^ 

(III) Uilçt -Ha,_|/i-+-. ..-ha/-^-i/9-i-i = o, *=rp-hi, ..., /J-h^-Hi; 

(IV) a//o -ha/_i/,-h. . .-ha,_ç/^ = o, i=p'^2, ..., p-hq-+-i. 

Soit m^^m^, ...,/n^ la solution principale du système (I); elle 
donne lieu au système d'identités 

dont la dernière est une conséquence de l'hypothèse A^^ = o. 

Si, dans le groupe (II), on substitue aux inconnues les valeurs o, 
Wo, /n^, ..., m^, on obtient les identités (A); on les obtient encore 
en substituant, dans le groupe (III), aux inconnues les valeurs m^, 
mf, ..., m^, o, et encore, sauf la première, en substituant, dans le 
groupe (IV), aux inconnues, /n^,, m,, ...,/n^; on conclut de là que les 
fractions qui correspondent aux quatre couples sont égales. 

33. C'est là évidemment un cas particulier du théorème du n"^ 26: 
lors même qu'on a reconnu que pour les couples (/?, y). (/^ 4- 1 , y -h i) 


36 H. PADÉ. 

les fractions sont les mêmes, on peut affirmer, en raison du théorëme 
du n*^ 24, que cette même fraction correspond aussi aux couples 
(/?f 7-^0 6^ (/^ -+" ï» y)- Mais il est possible d'aller plus loin et d'ob- 
tenir à nouveau le théorème du n*' 26. De ce que o, /w©, w,, ..., /w^ est 
la solution principale du système II, on conclut en effet 

et, par suite, 

et enfin, en appliquant la proposition du n"^ i4, 

+P-^j.7-^i = +P?— '• 

Cette égalité montre que, si «^^ est au moins égal à trois, '|^^.,,^^, est 
plus grand que un, et, par suite, la même fraction qui figure dans les 
cases (/?, y) et (/?H- I, y -f- 1) se retrouve dans la case (p -h 2, y -4- 2); 
si '1^ est au moins égal à quatre, la fraction se retrouve en outre dans 
la case (/?-+- 3, ^ -+- 3), et ainsi de suite. Si donc, revenant aux nota- 
tions déjà employées (n*" 17), on a une fraction -^ pour laquelle 

CT -h 9 -h m'= m, 

comme alors 

la fraction figurera dans les cases 

(cj, 9), (CT-+- 1,0-1-1), (cj -h 2,9 -1-2), ..., (?«T-i-//i', 9 4- m'), 

et, par la proposition du d? 24, la démonstration du théorème s'achève 
aisément. Cette méthode est, comme on voit, peut-être un peu plus 
simple que celle-là même que nous avons employée; elle ne fait pas 
connaître aussi complètement la variation des singularités. 

34. Des différentes propositions qui précèdent, on conclut aisément 
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une même fraction 
corresponde aux couples (/?, q) et (/? -h i , 9 -h i) est que le détermi- 
nant A^^ soit nul. 
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Pour qu'une même fraction figure dans toutes les cases d'un carré 
donné, a prioriy et ayant pour cases aux sommets les cases 

(cj, <p), (gj -f-m', 9), (cj, 9 -hm'), (nj -h m', 9 -h m'), 

il faut et il suffit, en vertu du théorème du n° 24, qu'elle figure dans 
toutes les cases en diagonale 

(cy,9), (nr -hi, 9 -h i), (gj h- 2, 9-h 2), .... (cr -h m', 9 4- m'); 

et, pour cela, il faut et il suffit que tous les déterminants 

soient nuls. 

Do cette proposition résulte la possibilité de former une fonction v 
telle que les fractions rationnelles approchées aient, dans le Tableau 
correspondant, telle disposition donnée, a priori^ que l'on voudra, dès 
qu'elle satisfait au théorème général du n** 26; nous ne discuterons 
pas davantage ici cette question. 

35. Le déterminant A^^ appartient a une classe de déterminants qui 
se rencontrent fréquemment : ce sont des déterminants où toutes les 
files d'éléments parallèles à l'une des diagonales sont formées chacune 
d'éléments égaux. M. Kronccker(*), en quelques pages où l'on trouvera 
aussi les points les plus importants de la Bibliographie (^) relative 
à ces déterminants, a montré k quelle question générale se ratta- 
chent toutes celles où de semblables déterminants ont été rencontrés. 


(*) Auszug aux eiiicm Briefe des Herrn Kronecker an E. Scherlng (Gôtt, Nachric/iteitj 
p. •x'ji-'X';^\ 1881). 

(*) Jacobi, Journal de Crclle, l. io; i835; t. 30; i845. — Cayley, Journal de Liou- 
ville, t. XI; 1846. — Joaciiiiistiial, Journal de Crelle, l. 48; i854. 
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SECONDE PARTIE. 

LES FRACTIONS CONTINUES SIMPLES. 


I. — Préliminaires. 

36. Cette seconde Partie est consacrée à l^étude des rapports qui 
existent entre la théorie de l'approximation par des fractions ration- 
nelles et la théorie des fractions continues, rapports qui ont été, en 
premier lieu, remarqués par Lagrange. 

La première tentative faite pour représenter par une fraction con- 
tinue une fonction d'une variable est due à Euler (*); jusqu'à lui, les 
fractions continues étaient entièrement demeurées dans le domaine de 
la Théorie des nombres. Le problème qu'il se propose et résout est 
d'obtenir une fraction continue telle que ses réduites successives 
soient respectivement les polynômes obtenus en limitant une série à 
ses différents termes successifs. Il considère, en particulier, le cas 
d'une série procédant suivant les puissances entières positives et 
croissantes d'une variable a?; la fraction continue qu'il obtient a alors 
la forme 


a -h tl» 


où a désigne une constante, et e.i> une fraction continue où tous les 
numérateurs partiels sont des monômes du premier degré, et tous les 
dénominateurs des binômes du premier degré. Il n'y avait évidemment 
pas lieu de rechercher l'ordre de l'approximation fournie par les di- 
verses réduites, et la nature même du problème qu'il s'était proposé 
conduisait Euler à la seule des fractions continues correspondant à la 
fonction qui pût lui cacher la véritable nature de ces expressions. 
Après Euler, Lambert (^) doit être cité comme ayant donné un déve- 


(*) Euler, Iniroduclio in Analysin Injînitorum, t. I, §§368-373. 
(') Lambert, Beltràgezum Gebraiiche der Mathematik und deren Anwendung, t. II, 
i"* Partie {Verwandlung der Brûcke)\ 1770. On trouve encore (§22) dans ce iMémoiro 
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loppement en fraction continue de quelques fonctions. On sait la 
belle application qu'il en a faite pour démontrer Tincommensurabilité 
de e et de -n; mais, restant étroitement attaché à la Théorie des nom- 
bres, il ne fait absolument aucune remarque sur la nature des réduites 
de ses fractions. Celles-ci, obtenues d'ailleurs par la méthode fort pé- 
nible des divisions successives, se présentent avec des éléments frac- 
tionnaires; Lagrange les devait bientôt retrouver sous la forme la plus 
convenable pour nous. 

l/éminent géomètre a consacré à la théorie des fractions continues 
deux Mémoires. Le premier, ajouté en Note à l'Algèbre d'Euler, a trait 
aux fractions continues simples qui se sont offertes tout d'abord en 
Arithmétique; c'est assurément une de ses plus belles œuvres didac- 
tiques. Le second Mémoire (*) seul se rapporte à ce qui nous occupe 
ici. 11 y est exposé une méthode générale qui permet d'obtenir un 
développement en fraction continue de l'intégrale d'une équation dif- 
férentielle quelconque à une seule variable indépendante, puis la mé- 
thode est appliquée à quelques exemples particuliers. La forme des 
développements obtenus doit particulièrement être remarquée. Le 
premier d'entre eux est relatif à (14-0?)'", d'où ceux de log(i4-.r) 
et é^ se déduisent comme cas limites, et l'on a 


(14- J?)"*=I4- 


mx 

Iog(i-h j-) 

X 

I 

*' '+,«." 

ni» ' 

> 

X 


uî), ui)', "^ désignant des fractions continues où tous les numérateurs 
partiels sont des monômes du premier degré, et tous les dénominateurs 
partiels l'unité. Appliquant ensuite à ces différents développements 
une transformation fort simple, ils s'obtiennent chacun sous deux 


ccllo remarque que la série au moyen de laquelle la fraction continue a été obtenue peu! 
être divergente et la fraction convergente; elle est énoncée sous cette forme : « Wir haben 
demnach hierdurch ein Mittel den VVerth unendlicher Rcihen auch Tûr dicjenigen Rille zu 
fmden, wo die Heihen seibst divorgirend werdcn. » 

(*) Sur l*iisage des fractions continues dans le Calcul intégral (Nouveau.c Mémoires- 
de l* académie royale dev Sciences et Belles- Lettres de Berlin, année 1776. — Œuvres de 
Lagrange, t. IV, p. 3oi-33'2). 
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œ 


m (m — I ) . 

■ jC — 

/ , x«, 1-2 1ojj:(j -+-.r) 2 


(i-T-^-) 


m 


nix 


X 


10^(l-hJ7) __ 


X 


X 


V' 
1.2 


e*= j 4- j7_l_ 


I .2 


e* = H- 




[^] 




,, Z" et [s] désignent des fractions continues oii tous 
les numérateurs partiels sont des monômes du second degré; les dé- 
nominateurs partiels sont des binômes du premier degré, sauf pour [aj 
où ils sont tous égaux à un. 

Après avoirencore donné les développements de tangj:?, de arc tanga:^ 
et quelques autres, qui, pour la forme générale, ne diffèrent pas des 
précédents, l'illustre géomètre cherche (n® 19) à réduire ces frac- 
tions en fractions ordinaires, « ce qui donnera lieu, dit-il, à des 
conséquences importantes sur la nature de ces mêmes fractions ». Ces 
conséquences sont que le développement en série entière de chacune 
des réduites coïncide avec celui de la fonction, « jusqu'à la puissance 
de X inclusivement qui est la somme des deux plus hautes puissances 
deardans le numérateur etdansie dénominateur ». C'est sur cette con- 
clusion, qui établit complètement le lien entre les deux théories, que 
se termine le Mémoire. 

Depuis Lagrange, d'autres développements de fonctions particu- 
lières ont été obtenus, parmi lesquels il faut citer le développement 
célèbre de Gauss, relatif au quotient de deux séries hypergéométri- 
ques; mais aucun type de fraction, différent de ceux que nous avons 
cités, n'a été présenté. Tous les développements auxquels on a eu 
aff*aire, dans le cas, qui seul nous occupe, de x infiniment petit, ap- 
partiennent a l'un des types précédents, ou s'y ramènent de suite en 
prenant pour variable une puissance entière de x. 


37. Quelle est donc leur nature? 

On observe tout d'abord que chacun d'eux offre de singulières irré 
gularités à son début. 
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Si Ton s'en tient à la partie régulière, on trouve quatre formes 
différentes que nous avons désignées respectivement par x, -OV), 3 et 
I aj, a savoir : 

OCÛT OLX 

*V. =z I -h ûfx H « — m» = I H 


I 4- hx \ î- 

v.r 
I -h CvT H '- 

1 -H. 

• 
• 

\ -\ • h nr \ 

(3jr» 

I -4- 

. r .Tt -u — s 


^X 


Z r iH-flrxH V— [£] = ! -h 


I -f- 


OCJ?* 


1 -h. 


ôx« 

I H ^- — 


yx'^ 
I H ' 


i-h.. 1-+-.. 

a, p, 7» . . . , a, A, c, . . . désignant des constantes. 

Sont-ce donc là effectivement les seules formes qu'il y ait lieu dr 
considérer, et, pour une fonction quelconque, peuvent-elles toutes 

quatre être obtenues? Peut-on, par exemple, trouver pour -^^-^ — — ' 

un développement ayant la forme [s]? Aujourd'hui encore, la forme 
,1, d'Euler n'est pas considérée comme pouvant donner des fonctions 
rationnelles véritables approchées d'une fonction; dans son exposition 
de la théorie des fractions continues, Heine ne la mentionne pas : il ne 
considère comme générale que la forme 'Ob (*), et les formes c et fc] 
ne s'y rencontrent que dans des cas particuliers. 

Kn second lieu, pour une fonction donnée, combien y a-t-il de frac- 
lions ayant une forme donnée; pour ^^ — —^ par exemple, nous 

avons mentionné deux fractions avant la formel; en existe-t-il encore 
d'autres avant la même forme? 

Telles sont les plus importantes des questions qui se posent immé- 
diatement. 

38. Dans ce qui suit, nous allons montrer : 

Que les irrégularités qui s'observent aux débuts des développe- 
ments donnés sont, en réalité, soumises à une loi fort simple; 


( ») Heine, HatuUmch der Kw^elfuncùonen, 1. 1, p. 266 ol siiiv.: 1878. — A vrai dire, dans 
l'unique forme que l'auteur considère comme générale, les numérateurs partiels sont des 
ronctîons entières et les dénominateurs partiels sont égaux ù l'unité (§ 66); mais, le chs 
spécial où cette forme se réduit à la forme i)l» mis à part, il serait peut-être fort difTicile 
de citer un seul exemple d'une fraction continue de cette forme. 

P. 6 
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Que, dans le cas général, trois types de fractions régulières, ,\., tii»» Q, 
et trois seulement, sont à considérer; 

Que la forme [a] n'est qu*un cas d'exception et doit être regardée 
comme rentrant dans le type général 3, un développement de cette 
forme [s] étant.ainsi, en général, impossible à obtenir ; c'est l'exemple 
le plus simple de fractions continues régulières exceptionnelles, en 
nombre illimité, offrant des types entièrement nouveaux; 

Que, dans le cas général, il existe une infinité de développements 
de chacune des formes A., ys^, a, et aucun des autres formes, la forme 
X d'Euler donnant comme les autres des fractions rationnelles appro- 
rhées véritables, et non pas seulement de simples polynômes. 

Enfin, tous ces résultats seront obtenus comme cas particuliers de la 
méthode générale à employer pour obtenir, pour une fonction en- 
tièrement quelconque, tous les développements en fraction continue, 
non plus régulière, mais assujettie seulement à être ce que nous 
;ippellerons simple. Nous entendons par là une fraction ou les numé- 
rateurs partiels sont des monômes de degré entier positif, et les déno- 
minateurs partiels des polynômes également de degré quelconque, 
ayant un terme constant différent de zéro. L'étude de la convergence 
de ces fractions nous conduira à quelques résultats intéressants. 

II. ~ Sur la définition des fractions continues; fractions continues 

simples et régulières. 

39. A l'exemple de quelques auteurs, nous introduirons pour l'écri- 

ture d'une fraction continue, les nouveaux svmboles -i- et— définis 
par les formules 

a ■ a a a 

4-c^-; > T-^C — 


b ù -h c b b — c 

Pour la régularité des notations et du langage, nous devons distin- 
guer deux formes de fractions continues, à savoir : 

(II) fil 4- fL« + fL» • 

^ * ai a^ «3 
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Nous les (lirons être respectivement de la première et de la deuxième 
forme. Nous nous exprimerons, quand il n'y aura pas lieu de distin- 
guer celle des deux formes dont il s'agit, comme si nous ne parlions 
que de l'une d'entre elles; mais les formules, si elles ne sont pas 
identiques pour l'un et l'autre cas, seront écrites pour chacun d'eux; 
celles qui se rapportent à la première forme étant désignées par (I), 
celles qui se rapportent à la deuxième forme par (II). 

Nous appellerons y/TûK:/to/i5 continues partielles de la fraction conti- 
nue les fractions continues limitées 

(I) «1, «i-H^> ^i-+"~^?' ••" 

/wfx OC, a, • «î a, • a, • a. 


a^ ai a^ ai a^ a^ 

Si, par un calcul purement formel, nous réduisons chacune d'elles 
à la forme d'un quotient de deux polynômes entiers relativement aux 
lettres a et a, elles deviennent respectivement les fractions 

U. U, U, 

v;' v/ v,' •••' 

que l'on nomme les réduites de la fraction continue. La réduite ^ cor- 

respond à la fraction continue partielle terminée par le quotient in- 
complet a^. 

La règle dite loi de formation des réduites s'exprime par les for- 
mules 

qui permettent de former successivement les polynômes des suites U,, 
Ûa. U3, . . ., V,, Vj, Vj, . . ., en partant des deux premiers de chacune 
d'elles, 

^ ^ i V,= i, V,=:a,; 

(*l) i xr ,r 
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De ces formules se déduit la suivante : 

(I) U,V,^,_U,^iV, = (-!)' a,a,...a,^t, 

(II) ViVi^, - U,^iV, = (- i)'-*-»aia, . . . a,^„ 

applicable pour toutes les valeurs entières positives de i, et celle-ci : 


(I) 


(II) 



V V \ v 1 ... 1 V V 


V V V V' '*' V V 


<7 


applicable pour toutes les valeurs entières positives de p et q, q étant 
plus grand que/?. 

40. Une fraction continue limitée est une expression algébrique 
élémentaire ; pour un système de valeurs des lettres a et a, elle a une 
valeur numérique ou est dénuée de sens suivant que les opérations 
indiquées sont possibles ou ne le sont pas. Si elle a une valeur numé- 
rique, la dernière réduite calculée par la loi de formation des réduites 
a aussi une valeur numérique, et ces deux valeurs numériques sont 
égales; mais la réciproque n'est pas vraie. Par exemple, la dernière 

réduite de la fraction 

I • I I 

- H :- - 

I I J 

est égale à zéro, tandis que cette fraction est dénuée de sens. 

C'est donc faire une convention arbitraire que de compléter la dé- 
finition de la valeur d'une fraction continue limitée, en la considérant 
comme toujours égale k la valeur de sa dernière réduite. Ce complé- 
ment de définition se justifie par la considération de fractions où les 
quantités a et a sont des fonctions de variables ^, j, 5, .... Soit jt^, 
Jo» *o» • • • un système de valeurs de ces variables pour lequel la frac- 
tion n'ait pas de sens, mais tel que pour chacun des points d'un cer- 
tain champ de Xq, Jo» ^o» • • • clic en ait un. Pour ces points, la frac- 
tion continue est égale à sa dernière réduite. Si, dans ce champ, cette 
réduite est continue, sa valeur au point x^, jo» ^o» • • • ^st la limite de 
ses valeurs successives quand x, y^ z, ... tendent respectivement vers 
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^0» v«» ^o» ••• sans sortir du champ considéré. Attribuer, par consé- 
quent, en o^o* Vo« ^of . . .f à la fraction continue, la valeur que prend en 
ce point la réduite, c'est compléter la définition de manière à obtenir 
une fonction continue. 

De même, si l'on s'en tient à l'analogie avec les séries, on doit dé- 
finir la valeur d'une fraction continue illimitée comme la limite, su|)- 
posée d'ailleurs exister, de la suite formée par les valeurs de ses frac- 
tions partielles successives. Si cette suite a une limite, la suite formée 
par les réduites en a une également, et les deux limites sont égales. 
Mais la suite des réduites peut être convergente sans que l'autre le 
soit. Par exemple, la suite des fractions partielles de la fraction con- 
tinue 


II II I 

I 1 : 1 - 

I I I I I 


est divergente puisque celles de ces fractions qui sont ternjinées par 
les quotients incomplets de rang ^i, 6, 8, . . . n'ont aucun sens. La snit(» 
des réduites, au contraire, est convergente. 
Des formules 


(• '2 f ^ ^ • 

l — ,>, 4, v>, . . . ), 


U,= I, U,=::0, (-iV-»U/_,-fU/_,=:U,, / 

V,:-l, V,r=I, (_,)-lV,.,-f-V,^,= V„ ) 

on déduit, en effet, pour i impair, 

L|_j=:: tj|_t_i, \ |_j = Y 1-4.1, 

en sorte que, pour établir la convergence, il suffit de le fain» pour la 
suite formée par les réduites de rang impair. Or, pour «impair, on a, 
en vertu des formules précédentes. 

Ces réduites de rang impair sont donc celles de la fraction continue 

I ■ I ■ I • I • 

I ! 1 1 h..., 

î I I I 

et forment, comme on sait, une suite convergente. 
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Ici encore» il est facile de montrer, en supposant les éléments de la 
fraction continue fonctions de variables x,y^ z, ..., Tavantage qu'il 
Y a à compléter la définition en considérant la fraction continue 
(^omme toujours égale à la limite, supposée exister, de la suite des 
réduites. Supposons que, pour les valeurs cCnfXo* s^, ... des variables, 
une infinité de fractions partielles soient dénuées de sens, tandis que, 
au contraire, pour tous les autres points d'un certain champ de o^o, 
Vo, Zq, ... toutes celles d'entre elles dont le rang surpasse un nombre 
déterminé en aient un; si, dans ce domaine, la suite des réduites est 
uniformément convergente, et si toutes les réduites, à partir d'un . 
rang déterminé, sont des fonctions continues de ce, y^ s, . . ., la limite 
de cette suite est également une fonction continue de ces variable)». 
Donc, attribuer en ^o» Jo» ^c ••• à la fraction continue, pour valeur 
numérique, la limite de la suite des réduites, c'est encore compléter 
la définition de manière a obtenir une fonction continue. 

Nous avons affaire, dans ce qui suit, à des fraclu)ns continues oii 
les quantités a et a sont des fonctions d'une variable x; nous adopte- 
rons donc, comme définition de la valeur de la fraction, celle qui ré- 
sulte de la considération de la suite des réduites. Les fractions conti- 
nues partielles ne jouent plus dès lors aucun rôle, et une fraction 
continue n'est plus à considérer que comme un algorithme commode 
pour figurer une loi de formation de deux suites de polynômes. 

V 

41. Si les éléments d'une fraction continue sont des polynômes 
entiers en x, ses réduites sont des fractions rationnelles, irréduc- 
tibles ou égales k certaines fractions rationnelles irréductibles. 

Réciproquement, étant donnée une suite de fractions rationnelles 

irréductibles 

t. Ut U, 

v/ v;' \^a' '• ' 

telles que les expressions 

Ui> V|, L|\,vi — L/^i\/, (£ :i= I, 2, O, . . . ), 

soient différentes de zéro, on peut toujours former une fraction con- 
tinue ayant pour éléments des polynômes entiers en x et dont les ré- 
duites successives soient respeclivcment égales à ces fractions. Il 


(I) 


(H) 


SLR LA REPRÉSENTATION APPROCHÉE d'uXE FOXCTIOX, ETC. ^17 

résulte, en effet, des formules du n®39 que, étant données les deux 
suites de quantités 

il y a, si V, est égale à i, une fracdon continue de la première forme, 
et une seule, telle que ces suites soient celles formées respectivement 
par les numérateurs et par les dénominateurs des réduites successives; 
les éléments de cette fraction sont donnés par les formules suivantes, 
où V, doit être supposé égal à Tunité : 






V, 


a,— 


u,_,v,-i:,v,_ 


«j= v„ 


I ' . V . I ' . \ . 

V \ — \\ i ^* - *' I' ^ 


De même, les deux suites données déterminent une fraction continue 
de la seconde forme et une seule; ses éléments sont donnés par les 
formules 


I a,= U„ x^ — 




U.V,-U,V. 


Ut 


Xi — — T 


II,_,V/— L', V,_, 


a/=^ 


ti/-i * / — l^N f-t I 

r . v I ' . \ . ' I 


tj/-l ^ i-i f . » / - 


On voit que, en général, les éléments de ces fractions continuels 
sont des fractions rationnelles. Mais on peut évideniment, sans altérer 
la valeur des réduites, multiplier les éléments de la fraction continue 
par des polynômes tels qu'on la transforme en une autre où tous les 
éléments soient des polynômes entiers en a:. Le numérateur et le dé- 
nominateur d'une réduite quelconque sont encore des polynômes en- 
tiers en a?, mais qui ne sont plus nécessairement premiers entre eux. 
Les réduites de cette nouvelle fraction continue sont respectivement 
égales aux fractions rationnelles irréductibles données. 

Le problème de la recherche d'une fraction continue, dont les élé- 
ments soient des polynômes entiers en x et dont les réduites soient 
égales à des fractions rationnelles irréductibles données, admet ainsi 
une infinité de solutions. Mais, parmi ces fractions continues, nous 
allons ne considérer qu'un groupe important formé par celles que 


). 


). 
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nous nommerons \e& fractions continues simples, et pour lesquelles le 
problème ne peut plus admettre qu*une seule solution. 

12. Une fraction continue sera iWit simple si les numérateurs par- 
tiels sont des monômes entiers en x dont le coefficient et le degré 
sont différents de zéro, sauf pour a, qui doit être une constante diffé- 
rente de zéro, et si, en outre, les dénominateurs partiels sont des po- 
lynômes entiers en x avant un terme constant différent de zéro. 

De cette définition découlent immédiatement deux conséquences 
qui sont le fondement de toutes les propriétés des fractions continues 
simples. 

La première est que tous les numérateurs et dénominateurs des 
réduites d'une fraction continue simple ont un terme constant diffé- 
rent de zéro. Les quantités a, s'annulent, en effet, sauf a,, pour a: = o, 
tandis que les quantités a/ se réduisent chacune à une constante diffé- 
rente de zéro; on voit alors, par les formules qui expriment la loi de 
formation des réduites (n" 39), que, si U/_, et \V, ont chacun un 
terme constant différent de zéro, U, et V/ en ont également un. Or les 
polynômes U,, V,, U^, V^ en ont chacun un, donc aussi les polynômes 
U/ et V,.. 

La seconde conséquence est que, pour une fraction continue simple, 
les quantités U,V,^., — U,v, V,- se réduisent chacune à un monôme en- 
tier en X, ayant un coefficient différent de zéro, et un degré qui croît 
quand i augmente. 

43. De ces propriétés se déduit d*abord l'irréductibilité des réduites 
d'une fraction continue simple; d'un côté, en effet, les polynômes U, 
et V/ ne sont ni l'un, ni l'autre divisibles para:; de l'autre, ils ne peu- 
vent avoir d'autre facteur commun qu'une certaine puissance de x : 
donc ils sont premiers entre eux. 

En second lieu, les réduites d'une fraction continue simple sont 
toutes différentes entre elles. Cela résulte des deux dernières formules 

du n"" 39; si, en effet, les réduites ^/ et ^ étaient identiques, le pre- 

mier membre de l'une ou de l'autre de ces formules serait identique- 
ment nul. Or, en raison de la nature des quantités U/V,_^, — Vi+^y^, 
le second membre est évidemment le produit d'une certaine puissance 


SUR LA REPRÉSENTATION APPROCHÉE d'uNE FONCTION, ETC. 49 

de X par une quantité qui, pour x=o, est continue et différente de 
zéro; pour une valeur de x très voisine de zéro, ce second membre est 
donc différent de zéro; il n'est pas identiquement nul, et l'impossi- 
bilité est manifeste. Ainsi : 

Les réduites (V une fraction continue simple sont des fractions ration- 
nelles irréductibles toutes différentes entre elles. 

Remarquons encore que la différence rr^ — ™ est infiniment petite 

> 7 Vp 

en même temps que^?, et que son ordre infinitésimal croit en même 
temps que l'entier positif/; plus petit que y. 

44. Il résulte du théorème précédent qu'il ne peut y avoir qu'une 
seule fraction continue simple, telle que ses réduites successives 
soient respectivement égaies à des fractions rationnelles irréductibles 
données 

l^ tJ, Us 

v/ V/ V,' "' 
les suites 

^if tjj, L|, ...; Vf, \ j, Vj, ... 

sont, en effet, celles que doivent alors former respectivement les nu- 
mérateurs et les dénominateurs des réduites successives. Mais il est 
évident qu'une fraction continue simple, soit de la première forme, 
soit de la seconde forme, ne correspondra à ces deux suites que si les 
polynômes qui les composent satisfont à certaines conditions. Ces con- 
ditions sont faciles à déterminer. 

D'après ce qui précède, les polynômes U et V devront avoir chacun 
un terme constant différent de zéro, et chacune des quantités 

devra se réduire à un monôme entier en j?, avant un coefficient diffé- 
rent de zéro, et un exposant qui croit quand i augmente. De plus, 
évidemment, les polynômes U,, Uj, V,, V^ devront être tels que les 
quantités 

(I) a„ «„ a„ 

(II) a„ a„ «„ a, 

P. 7 
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prennent respectivement les formes qu^elies sonl assujetties à avoir 
dans une fraction continue simple. 

Ces conditions nécessaires sont suffisantes. Si elles sont remplies, 
a/ se réduit, en effet, quand / est plus grand que i, à un monôme 
entier en x dont le coefficient et le degré sont différents de zéro; mais, 
en outre, a/ est bien un polynôme entier en x ayant un terme constant 
différent de zéro, car c'est le quotient du polynôme Tz-aV/— L'/\V2 
par le monôme U/.oV/., — U/.iV/..^, et, en vertu de la relation 

il ne s'annule ni ne devient infini pour œ = o. 

45. Nous sommes convenus de regarder une fraction continue 
comme convergente, quand la suite de ses réduites est convergente; la 
limite de cette suite est alors la valeur de la fraction continue (n" 40). 
Dans le cas ou l'on a affaire à une fraction continue simple, il est aisé 
de pénétrer davantage la nature de cette limite. 

Remarquons d'abord que l'on peut toujours supposer, dans les poly- 
nômes 

(I) a,, a„ a^, ..., 

(II) a,, a,, a„ ..., 

le terme constant rendu égal à l'unité; dans une fraction continue de 
la première forme, on rendra aussi le terme constant de a, égal à 
l'unité, en divisant la fraction par une quantité constante convenable. 
Quand tous les termes constants des polynômes a ont ainsi été rendus 
égaux à l'unité, ceux des polynômes U et V sont aussi égaux à l'unité; 
dans ce qui suit, nous supposerons qu'il en est ainsi. 
Par la formule 

(l) Tr — r= H V V V \' -h... -H - .. 

'7 ' p ' P ' p-»-t ' M-*-l ' p-t-i ' 7—1 ' 7 

(Il ) rr — t ' * v v v \" "" V* v^ 

* 7 ' /i ' /» ' P-^l ' p-»-l ' p-^i '7-1 '7 

l'étude de la convergence de la suite des réduites est ramenée à celle 
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(le la série illimitée : 
il*; V V V Y v^ .V -^-..M 

^ P^ p-ht » /»-f-i ^ p^i ' /i-f-î ' p-i 3 

Les numérateurs des termes de cette série sont des monômes entiers 
dont les exposants vont en croissant quand on passe d'une fraction à 
la suivante; ce sont des termes consécutifs de la série entière : 

( (I) «,— a,a,4-a,a,a4 — ...■4-(— i)''a,a,...a„-h..., 

/ (II) — «lai-f- «laïas— a|a,a,avH-. . .— (— O^ai»,. . .a«-h. . .. 

Soit (C) le cercle de convergence de cette série. 

Considérons un ensemble (H) de points du plan tels que, pour 
chacun d'eux et pour toutes les valeurs de l'entier / supérieures à un 
nombre positif fixe A, on ait 

/|<|V/|<N, 

n et N désignant deux nombres positifs fixes. Pour chacun des points 
de l'ensemble (H), la série (S), où l'on suppose p plus grand que A, 
et la série (S') sont convergentes et divergentes en même temps. La 
fraction continue converge donc en tous les points de l'ensemble (H) 
qui sont intérieurs au cercle (C), elle diverge en tous les points de 
cet ensemble qui sont extérieurs au cercle (C). En raison de cette 
propriété, nous nommerons le cercle (C) cercle de convergence de Ui 
fi action continue simple. 

46. D'après cela, une fraction continue simple ne converge pas 
nécessairement en tous les points intérieurs à son cercle de conver- 
gence; toutefois elle ne saurait être divergente en un tel point que 
s'il donne lieu à la circonstance suivante : on doit pouvoir, avec des 
termes de la suite illimitée 

(0 |V,(^)|, \W,{x)\, |V,(^)|, ..., 

former une seconde suite, illimitée également, 

/,y, A:, . . . étant des entiers positifs, qui ait zéro pour limite. 


52 H. PADÉ. 

D'abord, cette circonstance se présente si la suite (i) renferme un 
nombre illimité de termes nuls; il est évident qu'alors la fraction con- 
tinue est divergente, puisque ses réduites sont irréductibles. Suppo- 
sons donc ce cas exclu. 

Supprimons de la suite (i) tous les termes nuls, et soit 

(ê) £|y £l, £3, ... 

une suite illimitée de nombres positifs décroissants, qui ait zéro pour 
limite. S'il n'y a pas un seul des termes de la suite (i) qui soit plus 
petit que e,, la fraction continue est évidemment convergente; sinon 
soit |V/(a;)| le premier des termes de la suite (i) plus petit que £,. 
Soit i[^ un terme de la suite (e) qui soit plus petit que | V,(a:)|; s'il 
n'y a pas un seul des termes qui, dans la suite (1), viennent après 
|V/(j7)|, qui soit plus petit que e^, la fraction continue est conver- 
gente; sinon soit | V,^_y(a?)| le premier des termes venant après |V,(a7)j 
plus petit que e^. Soit £, un terme de la suite (e) qui soit plus avancé, 
dans celle suite, que le terme e!^, et qui soit plus petit que | V,^.y(^) | ; 
on verra de même que la fraction continue est convergente ou bien 
qu'il existe un terme |V/,.y^A(^)| de la suite (i), plus avancé que 
I ^i-^j(^) I ^^ P'^^ P^^*^ fl"^ ^3- ^^^ continuant ainsi, on voit que Tune 
ou l'autre de ces deux conclusions s'impose : ou bien la fraction con- 
tinue est convergente, ou bien l'on peut former avec des termes de la 
suite (1) une seconde suite illimitée (2) dont les termes soient plus 
petits respectivement que des termes £,, e'^, £3, ... de plus en plus 
éloignés de la suite (£), et ayant, par conséquent, zéro pour limite; 
c'est ce que nous voulions démontrer. 

La fraction continue n'est pas non plus nécessairement divergente 
en tous les points extérieurs au cercle de convergence; un raisonne- 
ment semblable à celui que nous venons de faire montre toutefois 
qu'elle ne saurait être convergente en un tel point que si, avec des 
termes de la suite (i), on peut former une suite (2) ayant l'infini 
pour limite. 

On a ainsi cette proposition : 

Une fraction continue simple est cons^ergente à l' intérieur de son cercle 
de convergence, sauf peut-être, en chaque point x tel que. en supprimant 
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(le la suite formée par les valeurs absolues en ce point des dénominateurs 
des réduites successives un nombre limité ou illimité de termes, on puisse 
obtenir une suite illimitée ayant zéro pour limite. 

Une fraction continue simple est divergente à r extérieur de son cercle 
de convergence, sauf peut-être, en chaque point x tel que, en procédant 
comme il tnent d'être dit, on puisse obtenir une suite illimitée ayant l'in- 
fini pour limite. 

47. Supposons que fous les points d'une partie (y) du plan inté- 
rieure au cercle (C) appartiennent à Tensemble de points (H); dans 
ce champ (y) la fraction continue définit une fonction j de x : 


(II) r = 


V V V V V 

^p ^ p^ p-¥-l ' P+-1 ''/>-«-2 


Le polynôme V^ ne s'annule en aucun point du champ (y)» car /3 est 
supposé plus grand que A; la série qu'il faut ajouter au premier terme 
du second membre pour avoir y, et que nous avons appelée S, est uni- 
formément convergente, car ses termes sont, en valeur absolue, plus 
petits que ceux d'une série convergente à termes positifs, facile à 
former; en outre, les termes de la série sont des fonctions continues 
de X. On conclut de là que y est une fonction continue de x dans le 
champ (y), contour compris. 

Soit X un point quelconque intérieur au champ (y); considérons 
un cercle ayant ce point pour centre et un rayon assez petit pour qu'il 
soit tout entier intérieur au champ. Dans ce cercle, chacun des termes 
de la série (S) est développable en une série entière convergente, et il 
s'ensuit que l'on peut obtenir, en prenant pour intermédiaire une série 
à double entrée absolument convergente, la fonction y sous la forme 

d'une somme ayant pour premier terme la fraction rationnelle ^.-> et 

pour second terme une série entière convergente. On en conclut (|ue 
la fonction y a une dérivée au point x; ainsi : 

Dans toute partie du plan intérieure au cercle de convergence et dont 
tous les points appartiennent à l'ensemble de points (H), la fraction con- 
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tinue simple définit une fonction analytique continue uniforme de or. 
L'existence de la dérivée n'est toutefois pas établie pour les points du 
contour de la partie considérée du plan. 

48. La principale difficulté de l'étude de la convergence d'une frac- 
tion continue simple se trouve dans la détermination de l'ensemble de 
points (H); cette détermination résulte de l'étude du polynôme V«(.r) 
quand n grandit indéfiniment. 

Un cas où il est particulièrement facile de déterminer quels sont 
reux des points d'une partie (P) du plan qui appartiennent à l'en- 
semble (H) est celui où, dans cette partie (P), le polynôme \nÇT) 
tend uniformément vers une fonction connue; toute partie du plan, 
appartenant à (P), où le module de cette fonction reste supérieur à un 
nombre positif fixe, fait alors partie de l'ensemble (H). Si, en parti- 
culier, la fonction limite est continue, son module restera supérieur 
à un nombre positif fixe dans toute partie du plan qui ne contient 
aucun zéro de la fonction; dans ce cas, tous les points de (P), sauf 
ceux qui correspondent à des racines de la fonction limite, sont des 
points de l'ensemble (H). Ces remarques trouveront plus tard leur 
application. 

49. Au point de vue de l'étude de la convergence, on voit combien 
il y a intérêt a ce que la loi de succession des polynômesV,,V2,V,, . .. 
soit simple; et comme cette loi de succession dépend évidemment de 
celles des éléments de la fraction continue elle-même, on est conduit 
à distinguer, parmi les fractions continues simples, celles où cette loi 
de succession offre quelque régularité; une classe qui joue un rôle 
considérable est formée par celles que nous appellerons fractions con- 
tinues régulières et que nous définirons injmédiatement. 

Une fraction continue régulière est une fraction continue simple 
dans laquelle, avec exception permise pour les éléments 

(I) «„ a,; 

(II) a,, r/j, a,; 

tous les numérateurs partiels ont le même degré, ainsi que tous les 
dénominateurs partiels. 
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Nous serons d'ailleurs amenés, dans certains cas exceptionnels qui 
seront complètenient précisés, à nous écarter un peu de cette défini- 
tion. 

III. — Les fractions continues de Tensemble (E). 

50. Les fractions continues d'Kuler et de Lagrange, que nous avons 
citées dans le n" 36 sont des fractions continues régulières, et, par 
conséquent, des fractions continues simples. Comme Ta remarqué 
Lagrange, les réduites de ces fractions font partie de l'ensemble (K) 
relatif à la fonction qui leur a donné naissance; on est ainsi amené à 
rechercher comment on doit choisir dans l'ensemble (E) des frac- 
tions t^- xr-' r^' '••♦ pourqu'ellessoient les réduites successives d'une 

V, V, V, « ^ 

fraction continue régulière, et plus généralement, d'une fraction con- 
tinue simple. 

Les réduites d'une fraction continue simple étant toutes différentes 
entre elles, nous pouvons nous bornera la considération des fractions 
distinctes de l'ensemble (E), et l'on est ainsi ramené à la conception 
géométrique du Tableau des fractions distinctes telle que nous l'avons 
exposée dans le n** 27. C'est sur ce Tableau seul que vont porter main- 
tenant nos raisonnements, et comme sa notion repose essentiellement 
sur le théorème de la distribution des fractions de l'ensemble (K), 
l'importance de ce théorème et l'unité de notre étude vont se trouver 
entièrement mises en évidence. 

51. Pour arriver à connaître comment doivent être choisies, dans le 
Tableau des fractions distinctes, des fractions pour qu'elles soient les 
réduites d'une fraction continue simple, nous examinerons d'abord la 

nature des expressions de la forme U,Va— Ua^,, où— et ^désignent 

deux fractions quelconques de ce Tableau. 

Cherchons d'abord quel est le degré de ce polynôme. Soient gt^, gi^, 
O/, 9a les degrés respectifs des polynômes U^, U^, V^, V^. Le degré de 
U/Va est tSi-h 9a» celui de UaV/ est gta -h O/. 

Si les quantités tîj/-h ^a et gta-<- 9/ sont inégales, le degré du poly- 
nôme U/Va— UaV/ est égal à la plus grande des deux. Or, de la 


} 
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relation 


on déduit 


Wi-H9A'=cïa--i- 9/» 


HT| — 0/=CJa-- 9*- 


Dans le Tableau, toutes les fractions pour lesquelles es — o a une 
même valeur sont situées sur une même droite parallèle à la diagonale 
principale du Tableau. Cette droite est d'autant plusbasse que la valeur 
de cj — ç est plus petite, en sorte que si celle de ces lignes à laquelle 

correspond la fraction v^ est plus élevée que celle à laquelle corres- 
j)ond la fraction ^ï on a 

et, par suite, 

Wi-h 9a > WitH- 9i-; 

on en conclut que le degré du polynôme L'/Vy^— U^V^ est alors égal 
à tSi -j- o^. 

Si les quantités cy/-H ^a» cta-H- 9/ sont égales, le degré du polynôme 
U*V;t— U/ç\i est, en général, égal à cette quantité. Mais, exception- 
nellement, il peut être plus petit. Dans le Tableau relatif à la fonction 

y = ~ — , par exemple, ce cas exceptionnel s'offre pour les frac- 

tions qui correspondent aux couples (o, i), (2,3). Dans le Tableau 
relatif à e*, deux fractions quelconques de la tile principale qui ne 
sont séparées que par une seule troisième fraction de cette file offrent 
la même circonstance. 

On peut ainsi énoncer cette règle : 

Si la ligne parallèle à la diagonale principale sur laquelle est la 

fraction rr-' est au-dessus de celle sur laquelle est la fraction ^) le 

degré du polynôme U, V^— U^V/ est cy/-f- (p*. La même règle est géné- 
ralement encore applicable quand les deux lignes coïncident, mais, 
exceptionnellement, le degré peut alors être plus petit. 

Cherchons maintenant le degré du terme de moindre degré dans le 
polynôme U/Vy^— Uy^V,. 

Supposons d'abord la fraction ^ moins avancée dans le Tableau que 
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la fraction tt^; on a alors 


"nuitfi^fimk^fk'y 


mais des relations 


» I ' A- 


on déduit 

ce qui montre que le terme de moindre degré du polynôme est do 
degré y)^.ç,. 

Si les fractions sont également avancées, yjcj.ç, est égal à Yinrjç^; le 
degré est alors encore, en général, égal à cette quantité; mais il peut 
être aussi, exceptionnellement, plus grand, comme on en a un exemple 
avec les fractions qui correspondent aux couples (2, o) et (o, 2) dans 
le Tableau relatif à e"^. 

On arrive ainsi à cette règle : 

Si la ligne perpendiculaire à la diagonale principale sur laquelle est 

la fraction ~ est avant celle sur laquelle est la fraction ~^y le degré 

du termie de moindre degré dans le polynôme U^V^t— U^V/ est égal à 
y]c,çi. La même règle est généralement encore applicable quand les 
deux lignes coïncident, mais, exceptionnellement, le degré peut alors 
être plus grand. 

Ceci posé, supposons que la fraction tt^ ne soit sur aucun des pro- 
longements des diagonales du carré relatif à r^? et qu'elle soit la plus 

V i 

avancée des deux fractions. Si la droite parallèle à la diagonale prin- 
cipale sur laquelle elle se trouve est au-dessus de celle qui est relative à 

y^, les degrés extrêmes du polynôme U/V>t— U^V/ sont xs^-h 9^-1- m, -h i 

eir3,^-h ç/; si elle est au-dessous, ils sont gt^h- o^-h /w^-t- i et gt,-!- c^^; 
on a donc nécessairement suivant le cas 

Le polynôme U,V;t— Uy^V/ a, en général, plusieurs termes; pour qu'il 
P. 8 
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soit un monôme, il fautot il suffît que Ton ait, suivant le cas, 

TiT;t = ^« ~H /n,- 4- 1 , 9it = 9/ -H ''î/ -h I , 

ce qui montre qu'un des côtés du carré relatif à ^7^ doit avoir au 

moins une partie commune soit avec le côté vertical de droite, soit 

avec le côté horizontal inférieur du carré relatif à ~> c'est-à-dire que 

Vi- 
le second carré doit être contigu au premier (n*^ 8). 

Reste à examiner le cas où la fraction rr est sur le prolongement de 

V k 

l'une ou l'autre des diagonales du carré relatif à ^ • 

Vi 

Supposons-la d'abord sur le prolongement de la diagonale qui est 
parallèle à la diagonale principale; le degré du terme de degré infé- 
rieur du polynôme U/V^— U^V^est cy^ -h 9/ -H w/ -h 1, celui du terme 
de degré supérieur est au plus égal à cj/4- Oj^. On a donc 


Si Oh est égal à 9,-i-/w,h-i, le polynôme se réduit sûrement à un 
monôme, et le carré relatif à v^ est encore contigu au carré relatif 

V k 

\\ vr^; mais, si Oi, est plus grand que 0/-f- /w.-h i , l'expression peut être 

un polynôme ou un monôme, le degré du terme de degré inférieur du 
polynôme, ou le degré du monôme étant égal à GT/-j-(p^-hm,-j- i. 

Si la fraction est sur le prolongement de l'autre diagonale, on voit, 
par la même méthode, que le polynôme se réduit à un monôme si le 

carré relatif à \r ^^i contigu à celui qui est relatif à tt^- Si les carrés 

Mk " ' V/ 

ne sont pas contigus, l'expression se réduit ii un polynôme ou à un 
monôme; le degré du polynôme ou du monôme est nécessairement 
plus grand que trr, -+- 9, -h W/ -h i; il est cj^t-i-O/ ou cr/-+-Ç;^ suivant 

que ^- est sur le prolongement vers le haut, ou sur le prolongement 

V k 

vers le bas de la diagonale. 

Nous obtenons ainsi ce théorème, où, par première diagonale d'un 
carré, nous entendons celle des diagonales de ce carré qui est parai- 
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lële à la diagonale principale, et i^^v seconde diagonale du carré, l'autre 
diagonale : 

Soient tt-' el ^ deux fractions du Tableau, et supposons que la pre- 

mière n'y soit pas plus avancée que la seconde. 

Si les carrés relatifs aux deux fractions sont contigus, l'expression 
Vi\\ — U/frV/ se réduit à un monôme de degré égal à cj,- -h Ç/ -+- W/ -f- i . 

Si les carrés ne sont pas contigus, l'expression est, en général, un poly- 
nôme dont le terme de degré inférieur est de degré xsi -\- Ç/ -i- /w,- 4- i , et 
celui de degré supérieur de degré vr^^-h ç,- ou GJ/-f- Oy^ suii^ant que l'on a 

^A^^i = ^i -f" ?A <^'^ ^A H" ?/ = CT/ 4- Ça* Dcux cas d'exception seulement 
peuK'ent se présenter : i" Quand les premières diagonales des carrés sont 
sur une même droite; il peut alors arriver qu'une réduction s'opère entre 
les termes de degrés supérieurs de l'expression qui les fasse disparaître ; 
cette réduction peut aller jusqu'à ramener l 'expression à un monôme 
dont le degré sera égal à vsi -h Ç/ -f- /W/ -h i ; 2" Qiiand les secondes diago- 
nales des carrés sont sur une même droite; il peut alors arriver qu'une 
réduction s'opère entre les termes de degrés inférieurs de l'expression qui 
les fasse disparaître; cette réduction peut aller jusqu'à ramener l'expres- 
sion à un monôme dont le degré sera égal à la plus grande des deu r 
quantités gt^-h ç^» ^a-+- î/» 

52. Supposons maintenant que, dans notre Tableau, aucune des 
deux réductions exceptionnelles mentionnées à la fin du théorème ne 
se présente, et imaginons que les réduites d'une fraction continue 
simple de la première ou de la deuxième forme soient des fractions de 

ce Tableau. Soient ^7^, ^7^, ^ trois réduites consécutives; nous 

V|-_j V|_, V/ 

connaissons les conditions auxquelles satisfont les quantités (n^44) 

(•^) u,_,v, -u, v,_,. 

D'abord, de ce que la première se réduit à un monôme, on conclut 
que les carrés relatifs aux fractions —^ et ^7^* sont contigus. 

En second lieu, on voit immédiatement que la fraction ^J^ est 

y i-H 
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moin^ avanoee que la fraction v^» «"ar, s'il n'en était pas ainsi, le 

tl^grr^ An mon«ime ( 2 > ne serait pas plus irranJ que celui du mo- 
n«Vme * i >- 

Enfin, si la fraction continue est de la première forme, la première 
T*:*hi'\ie^ e>t une fraction telle que le carré correspondant a un côté sur 
le boni supérieur du Tableau; si elle est de la seconde forme, la pre- 
mif re r»fduile est une fraction telle que le carré correspondant a un 
rifiê sur le bord latéral du Tableau. 

Telles :«ont les conditions qui règlent la situation dans le Tableau 
des réduite^ de la fraction continue. 

Réciproquement, soient ^^ ^> ^» --- une suite de fractions prises 

dan> i^ Tabl»^au et satisfaisant à ces conditions, on peut s'assurer im- 
médiatement que la fraction continue correspondante est simple, si tou- 
tefois on prend une fraction continue de la première forme ou de la 

'ieconde forme suivant que ~ est une fraction du bord supérieur ou du 

bord latéral du Tableau. 

Nous avons ainsi ce théorème : 

Pour obtenir une suite de fractions du Tableau { E ) supposé sans cas 
exceptionnels^ telles quelles soient les réduites successives d une fraction 
continue simple ^ il faut et il suffit quelles soient choisies de la façon sui- 
vante : 

I ^ La première fraction de la suite devra être une fraction du bord du 
Tableau ; 

2** Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques 
devront toujours être contigus; 

y* Une fraction quelconque devra toujours être plus avancée dans le 
Tableau que celle qui la précède. 

II résulte de ce théorème que si les réduites successives d'une frac- 
tion continue simple appartiennent toutes au Tableau ( E), elles forment 
nécessairement une suite de fractions rationnelles de plus en plus 
approchées de la fonction. 

53. Considérons maintenant le cas plus particulier où le Tableau (E) 
ne se compose que de fractions normales; nous supposons encore. 
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comme dans ce qui précède, qu'aucun des cas exceptionnels mention- 
nés a la fin du théorème du n"* 51 ne se présente. 

Trois fractions consécutives A, B, C, faisant partie d'une suite de 
fractions correspondant à une fraction continue simple, peuvent offrir 
neuf dispositions différentes que voici : 


■ ^'^ 

L_ 


(2) 


A B 

1 

c ! 

11 . 

A 




C 

10 

C 

n 


B 

C 

10 






C 

11 

C 

11 




(3) 


A 




B 

C 

21 


C 

21 

C 

21 


Le Tableau (2) est simplement le symétrique du Tableau (1) par 
rapporta une parallèle à la diagonale principale menée par A. Au-des- 
sous de chaque fraclion C figurent deux nombres; ce sont les degrés 
des éléments a et a de la fraction continue qui correspondent à cette 
fraction C; on les obtient aisément au moyen des règles que nous 
avons établies antérieurement, et il est alors immédiat de voir quelles 
sont les dispositions qui peuvent conduire à des fractions continues 
régulières (n^ 49). 

Pour obtenir une telle fraction, il faut, en effet, choisir dans le Ta- 
bleau les fractions de telle sorte que tous les éléments a aient le même 
degré, ainsi que tous les éléments a. On voit tout d'abord que trois 
types réguliers seuls sont possibles, puisque, dans les dispositions pré- 
cédentes des fractions A, B, C, on ne trouve que trois couples de 
nombres, à savoir les couples 

(l,l), (l,o), (2,1). 

11 est maintenant aisé de voir que tous sont possibles. Considérons 
d'abord le couple (2,1); il ne se présente que dans le Tableau (3); si 
donc l'on a une fraction continue régulière où tous les numérateurs 
partiels soient du second degré et tous les dénominateurs partiels du 
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premier degré, trois réduites consécutives quelconques A, B, C offri- 
ront Tune des trois dispositions indiquées dans ce Tableau ; mais B, G 
ot la fraction suivante devront aussi présenter l'une de ces disposi- 
tions; donc la fraction C ne peut être que la fraction du Tableau (3) 
qui est située sur une même droite avec A et B. Ainsi les réduites de 
la fraction continue sont les fractions successives d'une droite paral- 
lèle à la diagonale principale. La réciproque est évidente. Ce type de 
fraction continue régulière est celui que nous avons appelé antérieure- 
ment G, la seconde forme de Lagrange. 

On établit absolument de même que au couple (i,o) correspond la 
première forme de Lagrange, que nous avons nommée ift». Ce couple se 
présente dans les Tableaux (l) et (2). Si Ton considère trois fractions 
A, B, C de l'un de ces Tableaux, les deux fractions B, C devront avoir 

l'une des dispositions affectées par A et B dans l'un quelconque des 
mêmes Tableaux. Il est facile d'en conclure que la suite de fractions a 
adopter pour avoir une fraction continue régulière où tous les numé- 
rateurs partiels soient du premier degré et tous les dénominateurs par- 
tiels du degré zéro doit être telle que, quand on passe d'une fraction 
il la suivante, on se déplace parallèlement à l'un des bords du Tableau, 
si l'on passe encore à la suivante, on se déplace parallèlement à l'autre 
bord, et ainsi de suite; la forme générale du cbemin est ainsi celle 
d'un escalier à degrés égaux ayant pour direction générale celle de la 
diagonale principale; les deux premières fractions de la suite doivent 
appartenir à la première file horizontale ou à la première file verticale. 
Réciproquement, à une suite de fractions ainsi choisies correspond 
une fraction régulière de la forme -ob. 

La considération du couple (i»i) montre de même que, pour obtenir 
une fraction continue régulière ayant tous ses numérateurs partiels et 
tous ses dénominateurs partiels du premier degré, on doit prendre 
toutes les fractions d'une droite parallèle à l'un quelconque des bords 
du Tableau. On a ainsi la forme de fraction continue que nous avons 
désignée par ^JU. La fraction d'Euler est le cas où l'on prend les frac- 
tions de la première file horizontale du Tableau. 

Nous pouvons résumer tout ceci en disant : 

Dans un Tableau sans cas exceptionnels et composé uniquement de 
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fractions normales, on peut choisir de trois manières différentes des frac- 
tions de façon à obtenir les réduites successives d' une fraction continue 
régulière; ce sont les seules manières possibles , 

A l'une quelconque de ces manières correspondent une infinité de frac- 
tions continues régulières pour toutes lesquelles les éléments a de la partie 
régulière ont le même degré, ainsi que les éléments a, La différence, au 
point de iHie de la forme, entre deux quelconques de ces fractions, se 
trouve dans leurs parties irrégulières qui dépendent de la première fraction 
de chacune des suites, cette première fraction pouvant être, en effet, une 
fraction quelconque du bord du Tableau. 

54. Revenant maintenant à un Tableau entièrement quelconque, 
voyons quelles modifications il y a à apporter aux résultats précé- 
dents. 

Reprenons le i*aisonnement qui nous a servi à obtenir la situation, 
dans le Tableau, des réduites d'une fraction continue simple. Il repose 
sur la considération des deux quantités 

(1) u,_,v,_,-u,_,v,_„ 

(2) u,_,v,~u,v,_,. 

La quantité (i) étant un monôme, on en conclut que les frac- 
tions Tf^ et ^7^ offrent, dans le Tableau, Tune des trois dispositions 

suivantes : 

Ou elles sont contiguès; 

Ou bien elles ne sont pas contiguès, mais les premières diagonales 
des carrés correspondants sont sur une même droite et, par une réduc- 
tion exceptionnelle des termes de degrés supérieurs, l'expression 
U|_2 V/_, — U|_, V/_2 est ramenée à un monôme; 

Ou bien enfin elles ne sont pas contiguès, mais les secondes diago- 
nales des carrés correspondants sont sur une même droite et, par une 
réduction exceptionnelle des termes de degrés inférieurs, l'expression 
U/_2V/_, — U/_, V/_2 est ramenée à un monôme. 

Ceci posé, nous distinguerons trois cas, suivant que la fraction r^' 
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est moins avancée, plus avancée, ou aussi avancée, dans le Tableau 

que la fraction ^/^ : 

▼ i-i 

r* La fraction ^/^ est moins avancée que la fraction t/^- C'est la 

situation de cette fraction r~^* qui règle alors le degré du monôme (i); 
pour que le degré du monôme (2) soit plus grand que lui, il faut et il 
suffît que la fraction r^^ soit plus avancée que ^^• 

2" La fraction tt— ' est plus avancée que la fraction ^~^- C'est alors 

u _ 

la situation de la fraction ^~ qui règle le degré du monôme (i); pour 

que le monôme (2) soit de degré plus grand, il faut et il suffit que ^ 

soit avancée dans le Tableau comme ~^> et ne lui soit pas contiguè, 

mais donne lieu, avec elle, k la réduction exceptionnelle par laquelle 

l'expression (2) est ramenée à un monôme. 

U _ U ■_ 

3" Les fractions ^r' - et -r/—^ sont également avancées. Pour que le 

V/-J V|_i 

degré du monôme (2) soit plus grand que celui du monôme (i), il 

faut alors et il suffit que la fraction tt^ soit avancée dans le Tableau 

comme chacune des deux autres; de plus, elle doit être plus éloignée 

* de la fraction vv— que cette fraction n'est éloignée de ^^; enfin elle 

doit donner lieu, «avec v^S à la réduction exceptionnelle par laquelle 

l'expression (2) est ramenée à un monôme. Le second point s'établit 
aisément en comparant, dans chacune des six dispositions que peuvent 
offrir les trois fractions également avancées, les degrés des monômes (i) 
et (2). 

55. Ces résultats nous permettraient d'énoncer maintenant un théo- 
rème entièrement analogue k celui du n** 52, mais beaucoup plus 
compliqué, et dont l'énoncé ne différerait guère de ce qui vient d'être 
dit. Nous ne le ferons pas et nous nous restreindrons au cas plus parti- 
culier auquel on est ramené par la remarque suivante. 
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Dès que la fraction y— n'est pas moins avancée, dans le Tableau, 

que ^,^^> les fractions ^/^ et ■— y sont également avancées et donnent 

lieu à la réduction exceptionnelle par laquelle l'expression (2) est 
ramenée à un monôme. Alors cette même circonstance se présente né- 
cessairement pour deux réduites consécutives quelconques de la frac- 
tion continue, dont le rang est au moins égal à i — r . Mais nous avons 
établi que toutes les réduites d'une fraction continue simple illimitée 
sont différentes entre elles, et, d'autre part, le nombre des fractions 
qui, dans le Tableau, sont également avancées, n'est pas indéfini : 
donc la fraction continue est nécessairement limitée. Ainsi, si les 
réduites d'une fraction continue simple illimitée sont des fractions du 
Tableau, chaque réduite est sûrement plus avancée, dans ce Tableau, 
que celle qui la précède. C'est ce cas qui va nous occuper maintenant. 
Voici alors comment doit être modifié le théorème du n^ 52. 

Pour Qb tenir une suite de fractions du Tableau (E) telles qu elles soient 
les réduites successii^es d* une fraction continue simple illimitée, il faut et il 
suffit quelles soient choisies de la façon suii^ante : 

i" La première fraction de la suite devra être une fraction du bord du 
Tableau ; 

2° Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques 

^) ^^^ devront toujours être contigus; ou bien nêtre pas contigus mais 

avoir leurs premières diagonales sur une même droite, les fractions étant, 
en outre^ telles que U/ V/_^, — U/h-, V^ se réduise à un monôme ; 

3^ Une fraction quelconque devra toujours être plus avancée dans le 
Tableau que celle qui la précède. 

56. De cette proposition se déduit celle-ci dont nous n'avons encore 
établi qu'un cas particulier : 

Si les réduites successives d* une fraction continue simple illimitée sont 
toutes des fractions rationnelles approchées d'une fonction , elles forment 
nécessairement une suite de fractions rationnelles déplus en plus approchées 
de la fonction. 

En admettant qu'il y ait des fractions continues simples dont toutes 
P. 9 
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les réduites soient des fractions rationnelles approchées d'une fonction 
donnée, cette proposition peut aisément s'établir en rapprochant la 
remarque qui termine le n® 43 de celle du n** 29. Elle met entièrement 
en évidence la nature des fractions continues simples en tant que for- 
mules d'approximation. 

57. Occupons-nous maintenant de la recherche des fractions conti- 
nues régulières illimitées, en supposant le Tableau composé unique- 
ment de fractions normales. 

Trois fractions consécutives A, B, C faisant partie d'une suite de 
fractions correspondant à une fraction continue simple illimitée peu- 
vent offrir une infinité de dispositions différentes (i;oir ci-contre). 

Nous avons encore écrit au-dessous de chaque fraction C les degrés 
(les éléments a et a de la fraction continue qui correspondent à cette 
fraction C; cependant, à cause des réductions exceptionnelles qui peu- 
vent se produire entre les fractions de notre Tableau, on ne peut fixer, 
pour certaines situations de la fraction C, que le degré qu'a l'élément 
a quand il ne se produit pas de réduction; dans ces cas, nous avons 
écrit ce degré, mais en le faisant suivre d'un signe moins, pour indi- 
quer que le degré de a peut être plus petit. 

Les degrés des éléments a sont tous égaux à un dans le premier et le 
deuxième Tableau, puis à deux, à quatre, à six, à huit, etc., respecti- 
vement dans le troisième, le quatrième, le cinquième, le sixième, etc. 
Il n'y a maintenant qu'à reprendre le raisonnement déjà fait anté- 
rieurement pour obtenir les fractions continues régulières quand, dans 
le Tableau, ne s'offrait aucune réduction exceptionnelle. 

On retrouve d'abord immédiatement, pour les fractions continues 
régulières où l'élément a est du premier degré, les formes que nous 
avons appelées x et ub, suivant que les degrés des éléments a sont tous 
égaux à un ou tous égaux à zéro. Les dispositions des fractions, dans 
chacun de ces deux cas, sont celles qui ont déjà été décrites. 

Pour les fractions continues où tous les éléments a sont du second 
degré, les choses se modifient. La considération des dispositions figu- 
rées dans le Tableau (3) montre d'abord que si les réduites d'une 
fraction continue régulière illimitée, où tous les éléments a sont du 
second degré, sont des fractions de l'ensemble (E), ce sont sûrement 
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les fractions successives d'une droite parallèle à la diagonale principale. 
Mais la réciproque n'est pas vraie. Pour une telle suite de fractions, 
tous les éléments a seront bien du second degré, mais, à cause de ré- 
ductions éventuelles possibles, on ne peut affirmer que tous les éléments 
a seront du premier degré; si quelques-uns étaient des constantes, la 
fraction ne serait pas régulière. Mais elle se retrouverait régulière, et 
d'un type que nous n'avons pas encore rencontré, s'il arrivait que tousles 
éléments a fussent des constantes. Nous sommes ainsi en présence de 
deux types de fractions continues régulières à numérateurs partiels du 
second degré; dans le premier s, déjà obtenu, les dénominateurs par- 
tiels sont tous du premier degré; dans le second [a], ils sont tous des 
constantes, au moins à partir du dénominateur a,, et c'est là la légère 
extension de la définition des fractions continues régulières dont nous 
avons déjà parlé (n**49). Les fractions de la diagonale principale du 
Tableau relatif à é^ donnent naissance à une fraction continue régu- 
lière de ce type [a]; c'est l'une des fractions de Lagrange que nous 
avons citées. 

Passons auxfractions continues régulières où l'élémentaestduqua- 
trième degré. Les dispositions figurées dans le Tableau (4) montrent 
que les réduites d'une fraction continue régulière illimitée de cette 
nature sont des fractions prises de deux en deux sur une parallèle à la 
diagonale principale du Tableau (E). A une telle suite de fractions ne 
correspondra pas, en général, une fraction continue régulière; pour 
qu'il lui en corresponde une, il faudra tout d'abord que deux fractions 

consécutives quelconques ^> ^r^ de la suite soient telles que la 

quantité U/V/_^., — U/+<V, se réduise à un monôme; cela élant, tous les 
éléments a seront du quatrième degré; il faudra, en second lieu, que 
tous les éléments a, dont chacun peut être des degrés 2, 1,0, aient le 
même degré. Ainsi se présentent trois types de fractions régulières à 
numérateurs partiels du quatrième degré. Comme exemple, on peut 
citer les fractions de rang impair delà diagonale principale du Tableau 
relatif à é^\ la fraction continue correspondante à tousses numérateurs 
partiels du quatrième degré, et tous ses dénominateurs partiels du 
second degré. 

Des considérations analogues sont applicables aux fractions régu- 
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liëres ob les éléments a sont du sixième degré. Elles correspondent à 
des fractions du Tableau (E) prises de trois en trois sur une parallèle 
à la diagonale principale, et conduisent à quatre types nouveaux de 
fractions continues régulières. On passe ensuite aux fractions conti- 
nues régulières où les éléments a sont du huitième degré, elc. 

58. En résumant ce qui précède, on voit que le nombre des frac- 
tions continues régulières illimitées qui peuvent être obtenues au 
moyen des fractions d'un Tableau (E), uniquement composé de frac- 
tions normales, ne peut être fixé en général, et dépend de la nature des 
fractions du Tableau. 

Ces fractions continues peuvent être distinguées en deux classes : 

I ^ Dans la première nous rangerons les fractions continues régulières 
où tous les numérateurs partiels sont du premier degré. Elle renferme 
deux types, celui où les dénominateurs partiels sont du premier degré 
et celui où ils sont des constantes. Le premier est engendré par les 
fractions d'une file quelconque, soit horizontale, soit verticale du Ta- 
bleau, le second par une suite de fractions en escalier. Ce sont les 
seules fractions continues régulières dont l'existence puisse être affir- 
mée a priori; on peut, avec les fractions du Tableau (E), obtenir une 
infinité de fractions continues de chacun des deux types. 

2" La deuxième classe renferme les autres fractions continues régu- 
lières possibles. Elles se divisent en familles d'après les degrés des 
numérateurs partiels. Dans la première famille, les numérateurs par- 
tiels sont du second degré; elle renferme deux types caractérisés par 
les degrés des dénominateurs partiels, qui sont égaux à un dans le 
premier type, à zéro dans le second. Dans la deuxième famille, les nu- 
mérateurs partiels sont du quatrième degré; elle renferme trois types 
caractérisés par les degrés des dénominateurs partiels qui sont égaux 
à deux dans le premier type, à un dans le second, à zéro dans le troi- 
sième. Dans la troisième famille, les numérateurs partiels sont du 
sixième degré, etc. L'une quelconque de ces fractions continues ne peut 
^étre engendrée que par une suite de fractions situées sur une parallèle 
à la diagonale principale; dans une telle file, elles doivent être prises 
contiguës pour une fraction de la première famille, de deux en deux 
pour une fraction de la deuxième famille, de trois en trois pour une 
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fraction de la troisième famille, etc. On ne peut affirmer, a priori^ 
Texistence d'aucune de ces fractions continues régulières. Au moyen 
des fractions du Tableau, on peut obtenir un nombre illimité de frac- 
tions d'un type déterminé, ou un nombre fini, ou enfin on n'en peut 
obtenir aucune. Le nombre des conditions qui doivent être remplies 
pour que l'on puisse obtenir une fraction d'un type déterminé croît 
quî)nd on passe d'une famille à la suivante, et, dans une même famille, 
quand on passe d'un type au suivant. Le premier type de la première 
famille se trouve réalisé sans conditions, c'est-à-dire dans le cas général. 

59. Nous avons vu (n" 43) que les réduites successives d'une 
fraction continue simple représentent, avec une approximation de 
plus en plus grande, une réduite quelconque de rang plus élevé; il 
n'en résuite pas qu'elles soient des fractions rationnelles approchées 
d'une même fonction au sens que nous avons donné jusqu'ici à cette 
locution; on peut même se convaincre, sur les exemples les plus 
simples, qu'en général elles ne sont pas de telles fractions. 

Considérons une fraction continue simple dont toutes les réduites 
soient des fractions rationnelles approchées d'un même Tableau. Que 
cette fraction continue soit convergente ou divergente, comme les 
réduites sont des fractions de plus en plus avancées du Tableau, 
celui-ci est entièrement défini par la connaissance de la fraction con- 
tinue (n® 29). On ne sait rien, apriori, sur la convergence ou la diver- 
gence des fractions continues simples, en nombre illimité, auxquelles 
donne naissance ce Tableau; ainsi se conçoit, dans toute sa généralité, 
un fait dont Laguerre et Halphen (*) ont signalé un cas particulier, à 
savoir le cas où, à une même fonction, correspondent une série entière 
divergente et une fraction continue convergente, ou inversement; une 
série entière n'est, en effet, comme nous l'avons vu, qu'une autre 
forme de la fraction continue d'Euler. 

Supposons que l'une des fractions continues du Tableau converge 
dans le voisinage de l'origine et définisse une fonction de x holo- 
morphe dans ce voisinage, le Tableau de fractions rationnelles appro- 


(* ) L46UERRE, Bulletin de la Société mathématique de France, t. VII, 1879. — IIalpben, 
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. C, i885. 


SUR LA REPRÉSENTATION APPROCHÉE DUNE FONCTION, ETC. 71 

chées qui correspond à cette fonction, n'est autre que le Tableau consi- 
déré. Il ne semble pas aussi aisé de conclure quand la fraction 
continue ne converge pas dans le voisinage de l'origine, mais dans 
une autre partie du plan à l'intérieur de laquelle ne se trouve pas 
l'origine. Quoi qu'il en soit, ce fait si remarquable qu'une fraction con- 
tinue divergente, en particulier une série entière divergente peuvent 
fort bien définir une fonction analytique, semble comporter d'impor- 
tantes conséquences; on en pourrait tirer, en effet, une justification 
de l'application des règles ordinaires du calcul des séries entières, 
dans le cas où celles-ci sont divergentes; mais c'est la un fait que nous 
ne faisons qu'indiquer et sur lequel nous aurons l'occasion de revenir 
ailleurs. 

60. Les fractions continues régulières sont, parmi les fractions 
continues simples auxquelles donne naissance un Tableau de fractions 
rationnelles approchées, celles dont il sera, en général, le plus facile 
d'étudier la convergence. 

Considérons, en particulier, la fraction continue d'Euler, celle qui 
est engendrée par la première file horizontale de fractions du Tableau : 
tous les polynômes V se réduisent à l'unité, en sorte que l'ensemble 
(H) se compose de tous les points du plan. La fraction continue con- 
verge donc en tous les points intérieurs au cercle de convergence (C ) 
et diverge en tous les points extérieurs ; ceci est conforme au théorème 
d'Abel sur les séries entières, car le cercle (C) n'est autre que le 
cercle de convergence de la série même qui représente la fonction 
dans le voisinage de l'origine. 

Si l'on connaît l'expression générale des fractions continues régu- 
lières du Tableau qui composent l'un des types de fractions continues 
régulières, et l'expression générale des dénominateurs de leurs réduites, 
l'étude de la convergence pour toutes ces fractions continues revient à 
celle d'une seule série entière et d'un seul polynôme dont les coeffi- 
cients sont des fonctions de grands nombres. On voit ainsi que, en 
général, ces fractions doivent se diviser en groupes de fractions toutes 
convergentes ou divergentes en même temps. L'étude de la fonction e' 
nous donnera bientôt un exemple très simple de ce fait; nous en 
signalerons ici même un second. 
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Considérons la fonction 


I . 1-4- SX X X' x^ 


log p= = I -h -j- -t- -r- -+- 


2 


>fjc I — \Jx ^ ^ 


Le Tableau relatif à cette fonction ne comprend que des fractions 
normales; considérons les fractions continues régulières de la seconde 
forme engendrées par les files horizontales de fractions du Tableau. 
Pour la file de rang y -h i , on a, dès que n dépasse y 4- i , 

(2/1 — 3 )' 2/1 — 2 7 ~ 3 ^ 

(2/1 -H 2<7 — 3)(2/H- 2<7 — l) 2/1-1-2(7 — 1 

on en conclut d'abord que le rayon du cercle de convergence (C) est 
égal à l'unité. D'autre part, l'expression générale du terme de la suite 
V< , V,, . . . est, dès que/? est au moins égal a y — i , 

V —1—2 ^A^ + ' j. ^ 7(7 — ') (2/?-hi)(2/?-~r) ^, ^ 

'^ I 2/? -h 27 4- I 1.2 (2/> -h 2<y -t- i;(2/> -h 2y — i) 

^ 1.2... y (2/?-f- 2(/ -t- l)(2/> -h 2y — l). . .(2/> -h 3) 

et, dans tout le plan, ce terme tend uniformément vers la fonction 
continue (i — xy quand p grandit indéfiniment. La seule racine de 
cette fonction est a? = i, donc l'ensemble (H) se compose de tous les 
points du plan hormis le point 1. Toutes les fractions continues régu- 
lières considérées convergent donc pour tous les points intérieurs au 
cercle de rayon égal à l'unité ayant son centre à l'origine, et divergent 
pour tous les points extérieurs; sur le cercle lui-même, l'indécision 
subsiste. 

L'une quelconque de ces fractions continues définissant dans le 
cercle de convergence une fonction holomorphe (n^ 47), cette fonc- 
tion ne peut différer de 

I , \-\-\Jx 


2 yjx ' y/cT 

Nous ne connaissons pas l'expression générale des termes de la suite 
U, , Us* U3, . . . des numérateurs des réduites ; on voit que ce polynôme 
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tend, quand /> grandit indéfiniment, vers la fonction 

^ — ~iog — y, 

si X est intérieur au cercle de convergence, et n'a aucune limile si x 
est extérieur k ce cercle. 

6t. Après avoir étudié avec détail les fractions continues sim|)les 
auxquelles donnent naissance les fractions du Tableau (E), nous mon- 
trerons combien les choses se compliquent dès que l'on lente l'étude 
de fractions continues un peu plus générales. 

Considérons l'ensemble des fractions continues dont les numérateurs 
partiels sont des monômes entiers en a\ à coefficients différents de 
zéro, et les dénominateurs partiels des polynômes entiers en .r, ayant 
un terme constant diflerent de zéro. Elles ne différent des fractions 
continues simples qu'en ce que l'exposant des numérateurs partiels 
n'y est pas supposé différent de zéro; mais cette simple extension a 
cependant pour conséquence une modification profonde des propriétés 
de la fraction continue. 

Les quantités U/V/+^ — U/^< V/ se réduisent encore chacune à un 
monôme ayant un coefficient différent de zéro, mais le degré de ce 
monôme ne croît plus nécessairement quand i augmente, on sait seu- 
lement qu'il ne décroît pas. 

On ne peut plus affirmer que les polynômes U, et V, aient chacun 
un terme constant différent de zéro; ils peuvent être divisibles par une 
même puissance de a?, et, par suite, les réduites de la fraction con- 
tinue ne sont pas nécessairement des fractions rationnelles irréduc- 
tibles. Cependant le problème de la recherche d'une fraction continue 
de cette nature, dont les réduites soient égales à des fractions ration- 
nelles irréductibles données, ne saurait encore admettre qu'une so- 
lution. 

Parmi toutes ces fractions continues, nous allons ne considérer que 
celles dont les réduites sont irréductibles; elles forment un groupe 
que, pour abréger, nous représenterons par G. Les fractions continues 
simples en font évidemment partie ; en font aussi partie les fractions 
continues dont tous les numérateurs partiels sont des constantes : les 

P. lO 
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réduites (l'une telle fraction sont, en effet, irréductibles, puisque les 
quantités U/V/^, — U/+, V, se réduisent à des constantes. 

Nous nous bornerons au cas où, dans notre Tableau, aucun des 
deux cas exceptionnels mentionnés à la fin du théorème du n"* 51 ne 
se présente, et, avec toutes ces hypothèses, nous allons rechercher 
quelles sont les dispositions de fractions du Tableau (E) qui condui- 
sent à des fractions continues du groupe G. 

Pour que des fractions rationnelles irréductibles données 

U, II, U, 

v;' v;' v;' ••' 

dont deux consécutives quelconques sont inégales soient les réduites 
successives d'une fraction continue du groupe G, il faut et il suffit : 

i"* Que toutes les quantités U/V^^, — U,v, V, se réduisent à un mo- 
nôme dont le degré croisse ou reste constant quand l'augmente. 

2® Que chacune des expressions U/.aV,— U/\V2 se réduise k un 
polynôme ayant pour terme de moindre degré un terme dont le degré 
soit égal a celui du monôme U/_2V/-< — U,_< V,_2. 

3'' Que U<, Uj, V,, Va soient tels que les quantités 

(I) ai, «j, a,, 

(II) «4, a,, a„ «, 

prennent respectivement les formes qu'elles sont assujetties à avoir 
dans une fraction du groupe G. 

Supposons maintenant que les réduites d'une fraction du groupe G 
soient des fractions du Tableau (E). Soient 

V,^,' V,_.' V, 
trois réduites consécutives et considérons les trois quantités 

(I) U,-,V,-,~U,_,V,_„ 

(2) u,_,v, -u, v,..„ 

(3) U,_,V, -U, V,_,. 

D'abord, les deux premières se réduisent chacune à un monôme; 
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donc les carrés relatifs à tt^ et v/^ sont contigiis, ainsi que ceux ro- 

latifs à v^ €t —• 

Supposons maintenant que y^ ne soit pas plus avancée que y^l 

le degré du monôme (2) devant être au moins égal à celui du monôme 

(f), y- doit nécessairement être aussi avancée que y^; alors (3) est 

sûrement un polynôme où le degré du terme de moindre degré est 
égal à celui du monôme (i). 

Si, au contraire, tt^ est plus avancée que ri^» on voit, par la con- 

V|-i * V|_i 

sidération de l'expression (3), que rr doit être rigoureusement aussi 

avancée que t/^^ et qu'alors (2) est un monôme dont le degré est égal 

1—1 

à celui de (i). 

Nous avons ainsi ce théorème : 

Pour obtenir une suite de /raclions du Tableau CE) telle que la fraction 
continue correspondante appartienne au groupe G, // faut et il suffit 
qu elles soient choisies de la façon suivante : 

I** La première fraction de la suite devra être une fraction du bord du 
Tableau ; 

2° Trois fractions consécutives quelconques devront toujours être dif- 
férentes entre elles ; 

3° Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques 
devront toujours être contigus; 

4** Si, en passant d' une fraction K à la suivante l^^ on ne recule pas 
dans le Tableau, la fraction suivante C devra être au moins aussi avancée 
que A, tandis que, si l'on recule, B e/ C devront être également avancées. 

Il résulte de ce théorème que si les réduites successives d'une frac- 
tion continue du groupe G appartiennent toutes au Tableau (E), elles 
ne forment pas nécessairement une suite de fractions de plus en plus 
avancées dans ce Tableau, et, par conséquent, une suite de fractions 
rationnelles de plus en plus approchées de la fonction. La seule chose 
que Ton puisse affirmer, c'est qu'une réduite que^conque C est tou- 
jours au moins aussi avancée que la moins avancée des deux réduites 
précédentes A, B. La droite perpendiculaire à la diagonale principale 
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qui corrospond \\ la moins avancée de ces deux fractions est ainsi une 
droite toile qu'aucune fraction, à partir de A, ne peut, par rapport à 
(die, se trouver du même côté que le sommet du Tableau. 

(lette seule condition n'empêche pas d'obtenir, dans le Tableau, une 
suite illimitée de fractions satisfaisant à toutes les conditions imposées 
par l'énoncé du théorème, et dans laquelle figure plusieurs fois une 
même fraction. Mais il y a plus; cette suite peut ne renfermer qu'un 
nombre limité de fractions distinctes. 

Soient A, B I, J, . . . , P, Q des fractions successives, au nombre 

de m, d'une droite perpendiculaire à la diagonale principale; suppo- 
sons que les fractions A, B soient contiguês, ainsi que les fractions 
P, Q. Si deux autres fractions consécutives I, J, de la suite, sont con- 
tij^uës, il y a une troisième fraction, plus avancée que chacune d'elles, 
qui leur est à la fois contiguè; si les fractions I, J ne sont pas con- 
tiguês, cette condition peut ne pas être réalisée ; supposons que, pour 
la suite de fractions considérée, elle soit toujours réalisée. On peut 
alors adjoindre h cette suite une autre formée de m — i fractions A', 

B' 1, J\ ..., N', P', la fraction A' étant la fraction contiguè à la 

fois il A et a B, et plus avancée que chacune d'elles; B', la fraction 

analogue pour B, C Il est alors aisé de démontrer que l'on peut, 

avec les seules fractions A, B, . .. , P, Q et A', P' d'une part, et, éven- 
tuellement quelques-unes des fractions B\ . . . , N' d'autre part, former 
une suite illimitée de fractions satisAiisant aux trois dernières condi- 
tions de renoncé du théorème; comme il est toujours aisé de raccorder 
cette suite à une fraction du bord du Tableau, au moven d'un nombre 
limité de fractions, le fait énoncé se trouve mis en évidence. 

Récipro(iuement, supposons que la suite illimitée des réduites d'une 
fraction continue du groupe G ne comporte qu'un nombre limité de 
fractions distinctes du Tableau, ces fractions distinctes affectent la 
disposition que nous venons de décrire. 

Kn particulier, on peut obtenir ainsi des fractions continues dont 
les réduites, à partir d'un certain rang, forment une suite périodique 
lu tVaclion continue elle-même est d'ailleurs aussi périodique, mais, si 
A, B. C ... désignent les premières fractions de la partie périodique 
de lu suite des réduites, la partie périodique de la fraction continue 
elle-même ne commencera qu'avec les éléments qui correspondent à C. 
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Ces fractions continues offrent des exemples bien propres à justifier 
les considérations développées à propos de la définition dos fractions 
continues, en général (n^40). On peut, en effet, établir que si deux 
réduites d'une fraction continue sont égales, la fraction partielle qui 
correspond à la seconde est dénuée de sens ; si donc la suite des ré- 
duites est périodique, ou même, sans être périodique, si elle ne se 
compose que d'un certain nombre fini de quantités distinctes qui se 
reproduisent dans un ordre quelconque, toutes les fractions partielles, 
à partir d'un certain rang, sont dénuées de sens ; c'est le cas des frac- 
tions que nous venons d'obtenir. 

62. Passons maintenant à la recherche des fractions régulières dans 
un Tableau uniquement composé de fractions normales. 

Trois fractions consécutives A, B, C faisant partie d'une suite de 
fractions correspondant à une fraction continue du groupe G peuvent 
offrir 3i dispositions différentes que voici : 


CD 




C 

01 


B 


C 

00 

A 



(2) 




C 

00 


B 

A 

C 

01 






(3) 





C 

01 



B 

C 

01 


A 

C 

00 

C 

01 



(5) 


1 


C 

00 

C 

n 


A 

B 

C 

11 


C 

10 

C 

10 

C 

11 



(4b) 


c 

01 


B 


C 

01 


C 

00 


c 

01 
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(6) 



A 
B 

C 

10 


C 

10 


C 

n 

C 

11 

C 

11 




(7) 




A 

C 

10 

C 

21 



C 

10 

B 

C 

21 



C 

21 



C 

21 

C 

21 

■ ■ 

- 


Les Tableaux de la seconde ligne sont les symétriques des Tableaux 
correspondants de la première ligne par rapport à une parallèle à la 
diagonale principale menée par A. On voit que cinq types réguliers 
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sont ici possibles, et correspondront respectivement aux couples de 

nombres 

(0,0), (0,1), (1,1), (1,0), (2,1). 

Aux trois derniers couples correspondent les trois fractions continues 
simples régulières. Il reste à examiner les couples (o,t) et (0,0) dont 
il n'a pas été donné jusqu'ici d'exemples, et qui présentent cette par- 
ticularité que les fractions continues régulières correspondantes ne 
donnent chacune qu'un nombre limité de fractions du Tableau. 

On obtient une fraction continue régulière correspondant au couple 
(0,1) en prenant toutes les fractions d'une droite perpendiculaire à la 
diagonale principale. 

Quant aux fractions continues régulières correspondant au couple 
(o, o), elles sont périodiques et ne fournissent chacune que trois frac- 
tions du Tableau; ces fractions sont placées aux sommets d'un triangle 
rectangle isoscèledont l'hypoténuse est perpendiculaire k la diagonale 
principale et le sommet de l'angle droit placé, par rapport à cette 
hypoténuse, du côté opposé à celui où se trouve le sommet du Tableau. 
L'une des fractions appartient ainsi, soit à la première file horizontale, 
soit à la première file verticale du Tableau, et les deux autres, alors, 
à la deuxième file horizontale dans le premier cas, à la deuxième file 
verticale, dans le second cas. 


IV. — Étude de la fonction exponentielle. 

G3. Nous nous proposons maintenant d'appliquer à la fonction ex- 
ponentielle les théories qui précèdent. 

Voyons d'abord quelle est la nature des fractions qui composent le 
Tableau relatif à cette fonction. Le déterminant que nous avons appelé 
A^ (n** 31) est ici égal à 


I 

I 

I 

• • • 

• • • 

I 

(/>4-l)! 

I 

(/>-M g)l 

1 

(/> + »)! 

(/> + ')! 
1 

(^-t-2— 7)! 

I 

1 


0>-t-ç + i)î (p-i-q)\ 


(p + i)l 
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OÙ Ton doit supposer -r = i et -^ = o pour a négatif. Ce déterminant 

se calcule aisément au moyen des transformations usuelles, et Ton 

trouve 

1! ?>! ... 7! 

quantité essentiellement différente de zéro, quelles que soient les va- 
leurs de p et de q. Ainsi : 

Le Tableau relatif à e" est uniquement composé defrojctions normales. 

Au surplus, cette proposition va résulter du calcul même de l'ex- 
pression générale de ces fractions. 

64. Avant de faire ce calcul, nous ferons une remarque sur la ma- 
nière dont se rattachent l'un à l'autre les Tableaux relatifs aux deux 

fonctions y et - • 

Soit y la fraction rationnelle qui, pour la fonction j, correspond au 
couple (/>, q)\ on a 


d'où l'on déduit 


7- v-+-('^^''0. 


I V C^^'"') 


U V 

Comme ^ ne s'annule pas pour ^ = o, on voit que t^ est la fraction 

qui, pour la fonction -» correspond au couple (y, p). 

Cette remarque rend compte de la sorte de parallélisme que l'on a 
pu remarquer entre les propositions des n°' 21 et 22, et aussi dans les 
démonstrations des n^* 15 et 16. 

Si l'on suppose j = e*, alors - = e~*. Si yr-^ est la fraction qui, 

pour c*, correspond au couple (/>, y), la fraction qui, pour e ^, corres- 

pond au couple (y, p) est ^ ' . > et, par. suite, la fraction qui, pour e^. 
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correspond à ce couple {q,p) est fj-t^-^- Ainsi les fractions du Ta- 
bleau relatif à e* se correspondent deux à deux : si Ton considère 
l'une quelconque des deux fractions qui correspondent aux couples 
(/?, q) et (y, p), il suffit d'y changer a; en — a; et d'échanger les 
termes pour obtenir l'autre; on peut ainsi se borner au calcul d'une 
partie seulement des fractions du Tableau, par exemple au calcul de 
celles pour lesquelles on sl p^q. 

65. Cette remarque permet d'obtenir très aisément la fraction qui 
correspond au couple (p, q), par la résolution directe des équations 
en /; ce procédé, appliqué par Heine (*) dans un cas fort général, né- 
cessiterait une discussion spéciale plus pénible au cas où/? serait plus 
petit que q. 

Une seconde méthode, non moins simple, reposerait sur celte re- 
marque que, la formule 

donnant 

la fraction Yr~~T^ ^^^ ^^ fraction qui, dans le Tableau, correspond au 

roupie (/>— I, y); il est ainsi facile de déduire de la fraction qui cor- 
respond au couple (p, q) toutes celles du rectangle relatif à ce couple. 
Or bien des méthodes différentes ont été données pour obtenir les frac- 
lions de la diagonale principale du Tableau : M. Hermite, en différentes 
occasions, en a fait connaître plusieurs (îWr, par exemple, le Cours 
professe à Ui Faculté des Sciences); elles s'obtiennent encore en appli- 
quant à e' une formule très générale donnée par M. Darboux dans son 
beau Mémoire sur le développement en série des fonctions d'une va- 
riable (Jour/ml de Uouiille. iH^G, p. 29G). Supposant connue l'expres- 
sion générale de ces fractions, on en déduirait aisément, d'après ce qui 
précède, celle de la fraction qui correspond à un couple quelconque; 
mais, pour obtenir tous les éléments dont nous avons besoin pour les 
calculs ultérieurs, nous reprendrons la méthode employée par M. Her- 
mite dans son profond Mémoire Sur la fonction exponentielle (G^XX" 


1^*) Handbuch der Kugeljunctioncn, 2* éd., l. I, p. 173. 
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thier-Villars) dans une question dont celle qui nous occupe ici n'est 
qu*un cas fort particulier; nous nous servirons des notations mêmes 


de rilJustre géomètre. 

66. Soit ¥(z) un polvnôme en z de degré M, et 

on vérifie immédiatement, en prenant les dérivées des deux membres, 
la formule 


Çe--'Y{z)dz — — e--'S{z). 


Prenons o et i pour limites inférieure et supérieure de l'intégrale, on 
obtient 

*(.r)(?^ — ^,(:r)n:^M+«.e*. Ç e--'F{z)dz, 

où 

^ {jc)z= F{o).x^-h F'(o)..r«-'-+-. . . -h F^'(o), 
*,(.r)=nF(i)..r»»-f-F'(i)..rM-»-i-...4-F<»'»(i). 

Soit maintenant (/?, q) le couple pour lequel nous voulons obtenir 
la fraction rationnelle approchée de <?*; les polynômes ^^(x), ^(x) 
seront les termes U, V de cette fraction si nous pouvons choisir F(c) 
«de telle façon que les degrés des polynômes $, (x) ei^{x) soient égaux 
au plus respectivement kp et kg, et qu'en outre M soit au moins égal 
à /> -f-y. 

La première de ces conditions donne les équations 

F(i)=ro, F'(i)=o, ..., ¥^^-p-'^{i)—o, 
F(o) = o, F(o) = o, ..., Fî"-^-»no) = o; 

pour que le polynôme F(5) y satisfasse, il faut et il suffit que l'on ait 

F{3) ^ z^-^z — i)^-p G{z), 

0(5) désignant un polynôme en z dont le degré est manifestement 

égal à /> -4- y —- M. Mais M doit être au moins égal à /> H- y : donc, né- 
P. il 
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cessairement, 

et G(z) se réduit à une constante que nous prendrons égale à l'unité. 
Si Ton observe que M — /> = y et que M — y =/>, on a, finalement, les 
formules 

F(5) = ;:''(;;-i)^ 
V = F^P'^i^ (o) + Y^P^'^^ (o)x H- . . . -h ¥^P^^^{o)jr9-^ 4- F^'') (o);r'/, 

67. Au moyen de ces formules, nous allons maintenant calculer 
toutes les fractions continues régulières auxquelles le Tableau donne 
naissance, et d'abord nous nous occuperons des fractions continues 
de la première classe. 

Ces fractions continues sont celles où, dans la partie régulière, les 
numérateurs partiels a sont du premier degré; elles se divisent en 
deux types, selon que les dénominateurs partiels sont du premier 
degré ou du degré zéro. 

Considérons une fraction du premier type, et soit, pour i> 2, 

a^znpx, a,= o"-f- ff'j!?. 

Pour obtenir une telle fraction, on doit prendre toutes les fractions 
du Tableau qui sont dans une même file verticale, ou toutes celles qui 
sont dans une même file horizontale; considérons, par exemple, les 
fractions de la file horizontale q. Dans Tune ou l'autre des équations 

p xU^-jH- (ff 4- d'oc) U/_, = U|-, pxYi-^-h (<T -4- (j'j?) V/«i== V/, 

remplaçons les polynômes U/^a, LV,, U/, ou V/_o, V,_,, V,- par leurs 
expressions générales déduites des formules du paragraphe précédent 
en donnant à p successivement les valeurs t — 3, 1 — • 2, i — 1 , et iden- 
tifions; on obtient trois équations du premier degré en p, a, o-', qui 
donnent 

ai=px = — (1 — 2)0*, «/rza-h (j' X z=iq -^ i — i 4- a?. 

Dans le cas actuel, la fraction est de la seconde forme; on calcule 
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directement, au moyen des formules du n° 41, les éléments a,, a,, 
a^, ^3 de la fraction ; on a 

^, z:z(7! — (7 - i)I ?ar -h (7 — 2)! ^-^-- ^« — . . .-h (— i)'/^^ 

ce qui donne, finalement, la fraction continue 


yl — (7 — i)I - j?-h. . .-^ (— i)''x'' 

OU, en rendant égaux à Tunité tous les termes constants des dénomi- 
nateurs partiels. 


. 7I 7-hi . (7H-i)(<7H-2) . (v-+-2)(7H-3) . (7 H- 3) (7 H- 4) 


X X^ ( — l)'^^*' XX X X 

I H I H ^ I -h 


j 1.2 '" 7I 7 -h I 74-2 7 -h 3 7 -h 4 

Il est très facile, en raison des propriétés établies dans le n** 64, de 
déduire de là, sans nouveau calcul, la fraction continue dont les ré- 
duites successives sont les fractions d'une même file verticale p du 
Tableau; on a alors une fraction continue de la première forme : 

I XP-^^ X 2X 3x 


XX* ^-rf ^ p\ P-^^ ; {p-^\ )(p-r'i) ; (/>H-2)(/>-4- 3) ; (yo -f. 3)(^ + 4) . 


\ l ,1 p\ X X X 

' I [ I — 


Si, dans les deux dernières expressions, on donne à ^ et à/>, succes- 
sivement, les valeurs o, 1, 2, 3, ..., on obtient la totalité des fractions 
de la première classe qui sont du premier type. Un calcul absolument 
semblable nous donnerait les fractions de la première classe qui sont 
du second type; nous ne nous y arrêterons pas et donnerons plus loin, 
dans le Tableau général, les résultats du calcul. 

68. Avant de procéder au calcul des fractions continues régulières 
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de la deuxième classe, nous devons d'abord rechercher quelles elles 
sont; pour cela, suivant la théorie générale, il nous fiiut trouver les 
couples (/), y), (^ -^ h,q -^ A), où h est un entier positif, tels que, si 

Y ^^ V^ ^^"^ "^^ fractions qui leur correspondent respectivement, 

l'expression U|V/+, — U/^, V/ se réduise à un monôme. 
Notre point de départ sera les formules (n" 66) 




i)'fdz, 


y.^^gx_ l].^^^a:P^v^^/»^i C e-^--'^^' zP^f'{z — i)'f^^dz, 

d'où l'on déduit 

L ••0 ^0 J 

et nous allons calculer les premiers termes du développement suivant 
les puissances croissantes de a-du second membre. Le premier membre 
étant, au plus, de degré p -h q -h h, on voit qu'il nous suffit d'obtenir 
le développement de la seconde intégrale, multipliée par V/^,. 

Or, en développant ^"^'~*^^ suivant les puissances croissantes de or, 
multipliant chaque terme de la série par zp{z — \y et en se rappe- 
lant que 

r* . ^ (~i)'7i.2.3...7 

/ zP(z-- i)'rdz— ^ ' 


1 


on obtient, en intégrant terme à terme, 

e-i-'-i)^ zP {z — i)'f ds 

(— 1)^1. Ci. 3. . .g [" <y -h I .y (7 4- i) (7 -+- 2) .r* 

I -f- ■ — -f- 


[ 


(/'H-0(/^-+-2)...(/>-+-<7-M) l />4-7H-2 1 (y:;4-y ^2)(/> -h7-h3) 1.2 

d*autre part, on a 

\\^,^{q^/J-^2h)l^{q^p-^2h-i)\^^^x-^{q-^p^2h--2)l^-^^^^ 


J .2 


on en conclut que les trois premiers coefficients du développement de 
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l iV,vi — U,vi V, sont, à des facteurs différents de zéro près, 

(V ^- ^0 (7 -f- // — I) — 3 ^"^V. (7 -h/> -H 2// - I) 


(7 -h l) (7 -h 2) , , . , , ^ 

Le premier de ces coefficients est, comme nous le savions a priori^ 
différent de zéro. Pour que lJ^^^^^^ — U/^,V/se réduise à un monôme, 
il faut donc, tout d'abord, que le second s'annule; or on le met immé- 
diatement sous la forme 


( /; -h i) (7 + // ) — (7 + i) ( /? -h /i) 


i 


il est nul pour A = i, quels que soient p et q\ il n'est nul que pour 
celte valeur tant que l'on n'a pas/? == q. Ainsi, pour deux couples tels 
que (p,q), (/? -f- 1, y H- i), l'expression U^V/^, — U/^, V,- se réduit à 
un monôme. Nous aurons ainsi à calculer les fractions continues sim- 
ples dont les réduites sont des fractions consécutives prises sur une 
file parallèle à la diagonale principale; celles de ces fractions qui 
seront régulières constitueront les fractions de la première famille; 
elles pourront, d'ailleurs, appartenir à l'un ou à l'autre des deux types 
<|ue comprend cette famille. 

Quand/? = y, le coefficient précédent s'annule quel que soit A; faisons 
alors/? = q dans le troisième coefficient, il devient simplement 

(/J -f- /<)(//— 2) 
2/? H- 3 

et ne s'annule que pour h = 11. Ainsi l'expression U/A'/^., — U/^.,V, se 
réduit encore à un monôme pour tous les couples tels que (/?,/?). 
{p-h '2,p-h 2). Nous avons donc à calculer les deux fractions conti- 
nues simples qui ont pour réduites les fractions de la diagonale prin- 
cipale prises de deux en deux à partir de la première; si elles sont ré- 
gulières, la seconde famille se composera de ces deux fractions qui 
pourront d'ailleurs appartenir à l'un quelconque des trois types de 
cette famille. Telles sont les fractions qui nous restent k calculer. 
P. 12 
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69. Ce calcul s'oflTeclue sans difficultés en suivantla méthode que nous 
avons déjà indiquée. On trouve qu'il y a une infinité de fractions de la 
première famille; parmi ces fractions une infinité appartiennent au 
premier type, à savoir toutes celles qui commencent par une fraction 
du bord du Tableau autre que celle qui correspond au couple (o, o): 
deux seulement appartiennent au second type, celles qui commencent 
par cette fraction. Knfin les deux fractions continues simples, qui 
seules peuvent être des fractions continues régulières appartenant à la 
seconde famille, sont effectivement régulières et appartiennent Tune 
et l'autre au premier type de cette famille. 

Nous donnons ci-dessus le Tableau complet des résultats. 

70. Quelques-unes seulement de ces fractions continues semblent 
avoir été obtenues jusqu'ici, et cela par des méthodes très différentes. 

Si Ton fait q =^o dans (2), on obtient la fraction continue d'Euler 
relative à la fonction e^ (n'* 36). 

I-a fraction continue donnée par Gauss(') pour la série hypergéo- 
métrique F(a,^,Y,.r) est, parmi les fractions continues régulières 
relatives à cette fonction, celle de la première classe et du second type 
<[ui a pour réduite initiale la fraction correspondant au couple (0,0). 
Comme cas limite de celte fraction continue, il est aisé de déduire celle 
relative k r^ donnée par la formule (4) quand on fait q = o. La for- 
mule se trouve dans le Mémoire même de Gauss; mais on v trouve en- 
core ces relations 


e-^ 


— limFI I, X, I, - ) — I -+- ' limF( i,A, a, y ) 

k » \ l< ) I A = «o \ A' 


iH 1- - — limF( I, A, 3, V ) =r 

I I . 3 X - « V A / 


d'où il eût pu, parla même méthode, déduire immédiatement toutes 
les fractions continues données par la formule (3). 

C'est à Lagrange (^) que sont dues les trois autres fractions conti- 
nues connues: elles s'obtiennent en faisant /; = o dans (3), /i = 1 


( M Disqui\'ltiones générales^ elo. {OEuvres, t. UL p. i23. SS ^i t2. 13 el 1 i ). 
( • ) Sur l'usage dt\s fractions contimiex, etc. ( OEuvrcs, t. IV. p. 3oi, §§ 7-18). 
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dans (5), et la dernière est la fraction (7) elle-même. C'est au moyen 
de ridentité 

Ot • ce ' OLOL 


- H hr = a 

i a a -\- a' 

que le grand géomètre déduit de la première de ces trois fractions les 
deux autres. On aperçoit immédiatement comment cette identité per- 
met de déduire d'une fraction continue simple dont un dénominateur 
partiel est égal à l'unité une autre fraction continue également simple, 
ayant toutes les réduites de la première, sauf une qui se trouve sup- 
primée, à savoir celle qui, dans la première fraction continue, cor- 
respond au quotient incomplet qui précède celui qui est égal à l'unité. 

Cette simple remarque permet de déduire toutes les fractions conti- 
nues régulières de la deuxième classe (5), (6), (7), (8), (9), (10) 
que nous avons obtenues des seules fractions (3) et (4) de la pre- 
mière classe. 

Considérons la fraction (3) et par l'application répétée de l'identité 
de Lagrange faisons disparaître les réduites de rang pair, on obtient 
la fraction (5); de même de (4) se déduit (6); il suffit de supposer 
/? = G dans (5) et q = o dans (6) pour obtenir les fractions (7) et (8) ; 
les dénominateurs partiels de ces fractions étant égaux à l'unité, 
l'identité devient de nouveau applicable, et, en faisant encore dispa- 
raître toutes les réduites de rang pair, on obtient les fractions (9) 
et (10). 

Sur le Tableau des fractions rationnelles approchées de e-^, on aperçoit 
bien à quoi reviennent ces opérations; la fraction (3), par exemple, a 
pour réduites une suite de fractions en escalier, celles relatives aux 
couples 

{PfO)y (/?-4-i,o), (/>-hi,i), (;?-h2,i), (;?4-2,2), (/>-4-3,2), ...; 

supprimer les réduites de rang pair au moyen de l'identité de Lagrange, 
c'est obtenir la fraction continue qui a pour réduites les fractions cor 
respondant aux couples 

(pyO)y (/?-Hl,l), (p-h2,2), (/>H-3,3), ..., 

c'est-à-dire les fractions d'une file parallèle à la diagonale principale 

du Tableau; on a ainsi une fraction continue de la deuxième classe et 
P. i3 
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de la première famille. On voit de même que les fractions (9) et (10) 
ont pour réduites les fractions de la diagonale principale du Tableau 
prises de deux en deux à partir de la première, et qu*elles sont des 
fractions de la deuxième famille. 

71. La convergence de toutes ces fractions continues régulières 
s'établit aisément. Le numérateur de la fraction rationnelle approchée 
d(» e^, relative au couple (/>, y)» est, quand on divise les deux termes 
(le cette fraction (n" 66) par {p -f- y)!, 


p( p — \). . .1.1 j'f 


et il est facile de voir ce que devient ce polynôme dans chacun des 
trois cas suivants : i" lorsque, q restant inférieur à un nombre positif 
fixe X,p grandit indéfiniment; 2** lorsque/? et y grandissent indéfini- 
ment, mais de telle sorte que la valeur absolue de la différence/? — q 
reste inférieure à un nombre positif fixe A; 3** lorsque, /> restant infé- 
rieur à un nombre positif fixe A, q grandit indéfiniment. Le numéra- 
teur des réduites successives d'une fraction continue régulière quel- 
conque rentre nécessairement dans l'un ou l'autre de ces trois cas. 

Dans le troisième cas, le nombre des termes du polynôme restant fini, 
et chacun de ces termes, sauf le premier, ayant pour limite zéro, il est 
évident que le polynôme a une limite égale à ce premier terme, à l'unité 
par conséquent. 

Dans le premier et le second cas, au contraire, le nombre des termes 
(lu polynôme grandit indéfiniment; son étude ne présente aucune dif- 

I H — -\ quand m grandit indéfini- 
ment par des valeurs entières positives. 

Observons d'abord que, X désignant un nombre positif supéri(»ur à 
|j;|, les modules des termes du polynôme sont au plus égaux aux 
termes de même rang de la série à termes positifs convergente 


I H- - -h 


I 1.2 1.2.3 
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si donc, « étant un nombre positif donné quelconque, on choisit ren- 
tier positif^ de telle sorte que la somme de la série 


I . 2 . . . ( A* -4- I ) I . 2 . . . ( A- -+- 2 ) 

soit plus petite qxie ^> la somme r« des termes du polynôme qui suivent 

le terme en a^ aura assurément un module inférieur à ^ ; de même aussi 
les restes K^\ W^^ des séries 

x ar^ 2 \ 2 / 

IH 1 h..., IH ■ 


11.2 11.2 


limitées aux termes en x^. 

Supposons-nous maintenant placé dans le premier cas, celui où p 
seul grandit indéfiniment. Le terme général du polynôme est 

/> A^— I p — 2 p — h -hi x^ 


p -hç p -^ g — ^ p -^ ç — ^P"^"7 — h -\- 1 i.2.»./i 
et l'identité 


''-' .=,- 


P -hg —i p -hg —i 

montre que ce terme général a une limite, égaie à 


x'' 


J . 2 . . . A ' 


on peut donc prendre/? suffisamment grand pour que la différence 
entre la somme Sj^ des k -h i premiers termes du polynôme et la somme 
SJt*^ des^H- I premiers termes du développement de e* soit et reste plus 

petite que p en désignant par P le polynôme, on a alors 

ce qui démontre que P a une limite et que cette limite est e^. 
Dans le second cas, l'identité 

p^q — i 2 l(p^q-^i) 
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montre que le terme général du polynôme a une limite égale à 

(D* 

j » 

et le raisonnement se fait comme précédemment, en remplaçant e^, 
^A • Ry' par e*, S)^^', R^^\ Le polynôme P a alors une limite égale à e^. 


l'I. Considérons maintenant la fraction continue régulière (i); elle 
a pour réduites les fractions rationnelles qui, dans le Tableau relatif à 
(^^ composent la file verticale/?; il en résulte que la suite des numéra- 
teurs de ces réduites tend vers une limite, l'unité. La suite des déno- 
minateurs se déduit de la suite des numérateurs des fractions qui com- 
posent la file horizontale p par le simple changement de x en —x 
(n" 64); cette suite a» donc aussi une limite, e"'. La fraction continue 

est donc convergente et a pour limite -— ^ = ^. 


s» 


1 




On verrait de même que la fraction continue (2) est convergente et 
a pour limite — = e*"; enfin que chacune des autres fractions (3)-(fo) 


jp 


est aussi convergente et a pour limite — 7. = e^; donc : 


Toutes les fractions continues régulières r'elatives à e^ sont convergentes 
et ont e^ pour limite. 

On aperçoit d'un seul coup d'oeil les diff*érentes circonstances que 
nous venons de rencontrer au moyen de la figure ci-dessus. 
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Les (lèches font connaih*e la direction dans laquelle les réduites des 
fractions continues régulières progressent dans le Tableau, et les frac- 
tions, les limites vers lesquelles tendent alors le numérateur et le déno- 
minateur de ces réduites. 

Nous aurions pu appliquer ici les considérations développées dans 
les n*** 45 et suivants; pour toutes les fractions continues régulières 
obtenues, le rayon du cercle (C) est infini, et comme le dénomina- 
teur des réduites tend touJQurs uniformément vers une fonction con- 
tinue qui n*a aucun zéro à distance finie, chaque fraction continue est 
convergente dans tout le plan et a c^ pour limite. Le Tableau qui pré- 
cède montre bien comment les fractions continues régulières se par- 
tagent en groupes de fractions ayant une convergence de même nature, 
comme nous l'avons expliqué dans le n° 60. 

73. Les fractions continues (9) et (10) ont les mêmes réduites; ce 
sont les plus convergentes des fractions continues régulières relatives 
à (?^, et même de toutes les fractions continues simples relatives à cette 
fonction ; l'ordre de l'approximation donnée par leurs réduites croît do 
quatre unités quand on passe d'une réduite à la suivante. 

Si l'on suppose a? = i, les trois premières réduites sont 

I, — > , 

7 lOOI 

elles sont, comme toutes les autres réduites d'ailleurs, des valeurs 
approchées de e par défaut, et la troisième représente déjà e avec six 
décimales exactes 

-i — ■z= a.-^iSaSi?. . . . 

lOOl ' 

Vu et approuvé : 

Paris, le 10 décembre iSor. 

Lb Doyen db la Faculté des Sciences, 

G. DARBOUX. 

Vu et permis d* imprimer : 
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PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. 


Formation des groupes fuchsiens. Fonctions modulaires. 

Vu et approuvé : 
Paris, le lo décembre 1891. 
Le Doyen de la Faculté des Scieiscks, 
<i. DAHHOUX. 
Vu et permis d' imprimer : 
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